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Gli appunti che seguono corrispondono al materiale svolto nel corso di
Finanza Matematica nell’anno accademico 2021-22. Si tratta di un corso
semestrale, per studenti della laurea Magistrale in Matematica dell’Universita
di Pisa.

Non é richiesta alcuna conoscenza preliminare di Economia o di Finanza,
viceversa si suppone che gli studenti abbiano seguito il corso di Istituzion:
di Probabilita, o almeno che siano a conoscenza delle nozioni fondamentali
dell’integrazione stocastica secondo Ito.

Questi appunti non seguono esplicitamente alcun libro, tuttavia si ispira-
no fortemente (per i capitoli 2, 3 e 4) ai due seguenti libri:

Lamberton D., Lapeyre B. Introduction to Stochastic Calculus applied to
Finance. Chapman and Hall

Bjork T. Arbitrage Theory in continuous time. Oxford University Press.

Per capire i problemi reali della Finanza ¢ molto utile (anche se di livello
matematico troppo approssimativo) il seguente volume

Hull J.C. Options, futures and other derivatives. Diverse edizioni presso
I’editore Pearson.

Il Capitolo 5 invece segue da vicino una parte del corso tenuto dal prof.
Freddy Delbaen presso la Scuola Normale nell’anno 2000 (e tiene conto di
sviluppi successivi).
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Capitolo 1

Introduzione ai Derivati
Finanziari.

1.1 Prime nozioni.

Accanto ai prodotti finanziari principali (come azioni, beni di consumo, ecc.),
hanno assunto sempre maggiore importanza i cosiddetti “prodotti derivati”,
i piu semplici dei quali sono le opzioni. Una opzione ¢ un titolo che da
il diritto, ma non l'obbligo, di eseguire una determinata operazione ad un
prezzo prefissato.

Ad esempio una opzione di acquisto ( “call”) o di vendita ( “put”) da il
diritto di acquistare (o vendere) al tempo T un prodotto S al prezzo strike
K: naturalmente viene esercitata solo se & conveniente ed il suo rendimento
e pertanto (S — K)* = max(Sy — K, 0) (per una opzione put il rendimento
sara viceversa (K — Sr)™).

L’utilizzo dei prodotti derivati offre la possibilita di amplificare notevol-
mente i guadagni (ma anche le perdite): questa proprieta si chiama leva
finanziaria.

Supponiamo ad esempio che le azioni Fiat valgano oggi 20 € e che le
opzioni call a 21 € a 30 giorni costino 1 €. Io possiedo un capitale di 2000
€ e mi aspetto che il prezzo di queste azioni salga: allora posso comprare o
direttamente 100 azioni oppure 2000 opzioni call.

Nel primo caso, se il prezzo sale a 23 realizzo un profitto di 300 €, se
sale a 24 realizzo un profitto di 400 € e se rimane a 20 € il profitto ¢ 0. Nel
secondo caso invece se il prezzo sale a 23 realizzo un profitto di 2000 € (ogni
opzione call rende 2 €), se sale a 24 il profitto & di 3000 € ma se rimane a
20 € perdo tutto il capitale impiegato.
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Questa possibilita di amplificare i risultati (leva finanziaria) & ancora piu
forte con i futures: ifutures formano un mercato quotato nel quale ogni giorno
il prezzo viene aggiornato e chi si pone in una posizione di acquisto (posizione
lunga) oppure di vendita (posizione corta) (dopo aver depositato un certo
capitale per garanzia) usufruisce delle variazioni giornaliere dei prezzi (¢ come
se avesse un flusso continuo di interessi, che possono naturalmente essere
anche negativi).

Alla scadenza naturalmente il prezzo future si avvicina e alla fine coincide
col prezzo giornaliero (prezzo spot).

Supponiamo che il prezzo future per un barile di petrolio di qui alla fine
dell’anno sia oggi di 58 $, domani a 59, dopo due giorni a 61 e poi scende a
57: se mi metto in una posizione lunga realizzo +1 dopo un giorno, +2 dal
secondo al terzo giorno (e quindi cumulativamente +3 in due giorni), e -4 dal
terzo al quarto giorno (cumulativamente -1 in 4 giorni); naturalmente in una
posizione corta il risultato ¢ 1'opposto.

I prodotti derivati possono essere utilizzati per copertura dai rischt ma
anche per speculazione: la maggior parte di utenti dei futures non usufruisce
di essi fino alla scadenza ma a un certo punto chiude la posizione aprendone
una di segno opposto. Risulta evidente la possibilita di amplificare la leva
finanziaria a fini speculativi utilizzando i futures.

Di fronte a un prodotto derivato, ad esempio una opzione, si pongono
due problemi: la valutazione ( “pricing”), stabilire cioe il prezzo equo della
opzione, e la copertura ( “hedging”). La copertura ¢ il problema di chi emette
il prodotto derivato che ne incassa subito il prezzo ma deve garantire di
poterlo coprire nel caso 'opzione venga esercitata.

Un altro concetto importante e quello di “arbitraggio”: un arbitraggio
e una operazione che permette, con capitale iniziale nullo e senza rischi, di
realizzare un guadagno positivo con probabilita positiva.

Se il prezzo di 10 azioni IBM ¢ a New York di 80 $ e a Francoforte di
70 € ed il cambio euro/dollaro ¢ di 1,15 (cioe di fatto a Francoforte le azioni
costano 80,5 $), chi contemporaneamente compra le azioni a NY e le vende
a Francoforte realizza un guadagno sicuro (col mercato telematico questa
operazione contemporanea ¢ possibile).

Nei mercati reali talvolta gli arbitraggi si presentano ma tendono ad essere
eliminati nel giro di pochi secondi: si suppone pertanto che un mercato
efficiente non consenta arbitraggi ed il prezzo equo di una opzione e per
definizione il prezzo che non consente arbitraggi (né per chi emette il titolo,
né per chi lo acquista).

Si chiama mercato primario quello che e ufficialmente quotato e codificato
da Borse internazionali, e mercato secondario quello che avviene direttamente
tra istituzioni finanziare: ai nostri giorni (anche se potrebbe sembrare un con-
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trosenso) il volume dei movimenti finanziari dei mercati secondari ¢ di gran

lunga superiore a quello dei mercati primari e la maggior parte delle Banche

o Istituzioni che falliscono lo fanno per operazioni sui mercati secondari.
Vediamo infine come si calcolano gli interessi. Supponiamo di avere la

somma di 100 € rivalutata al tasso di interesse del 3 %: dopo un anno si

hanno le seguenti valutazioni

interesse annuale 100(1 + 0,03) =103

interesse mensile 100(1 + %)12 = 103,041

. . . 0031365
interesse giornaliero 100(1 + %) = 103,045

Se il tasso di interesse e r, al tempo t con gli interessi lineari la somma
1 diventa (1 + rt) mentre con gli interessi continuamente composti diventa
e" (questa definizione deriva dalla proprieta lim, o (1 + %)n =e).

Anche se il linguaggio usuale (ad esempio allo sportello di una banca) ¢
quello degli interessi lineari, nei modelli matematici vengono usati gli interessi
continuamente composti (vedremo che sono estremamente pit comodi per le
loro proprieta matematiche).

Abbiamo detto sopra che detenere un future equivale di fatto ad avere
un flusso di interessi, che possono anche essere negativi: nonostante sembri
un assurdo dal punto di vista economico gli interessi di certi titoli possono,
in situazioni economiche di stagnazione, effettivamente essere negativi. Ri-
torneremo su questo discorso nel capitolo 4 parlando dei modelli per i tassi
d’interesse.

1.2 Alcuni risultati indipendenti dal modello.

Poiché non si conosce evidentemente 1’evoluzione futura del prezzo di un
attivo, la valutazione di una opzione (o di un altro prodotto derivato) deve
dipendere da un modello, e si puo constatare che modelli diversi possono
portare a valutazioni anche molto differenti. Ci sono pero alcune proprieta
indipendenti dal modello e ne vediamo subito un paio come esempio.

Chiamiamo C; e P, la valutazione al tempo ¢ di un call e di un put su un
attivo S; con scadenza T e prezzo strike K , supponiamo ancora che il tasso
d’interesse di riferimento sia r.

Proposizione 1.2.1 (Parita call-put). Affinché non vi siano arbitraggi,
deve valere la formula

Ct — Pt = St — Keir(T?t)
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Dimostrazione. Notiamo che la quantita C; — P; diventa, al tempo T,
(Sp— K)* — (K —Sr)* = Sy — K ; ma anche S; — Ke "~ diventa S; — K .
Una valutazione diversa dunque offrirebbe opportunita di arbitraggio.

O

Indichiamo ora con Cy(K) l'opzione call al tempo ¢ rispetto al prezzo
strike K e consideriamo due prezzi strike K7 < K,. Per semplicita con-
sideriamo il valore intermedio % ma la dimostrazione puo facilmente
essere modificata per considerare una qualsiasi combinazione convessa dei
due prezzi.

Proposizione 1.2.2 (Convessita rispetto al prezzo strike). Affinché
non vi stano arbitraggi deve valere la disequaglianza

K+ K Ci(Ky) + Cy (K.
Ct( 12 2>§ t( 1)2 t( 2)

+
Dimostrazione. Infatti C&%) diventa alla scadenza <ST — —KI;KQ)

ed il risultato ¢ dunque una

mentre w diventa

(s0-K1) ++(ST*K2) i
2

conseguenza della convessita della funzione K — (ST - K )+ : m

1.3 Dai modelli alla realta.

Bisogna fare attenzione al fatto che i modelli sono sempre una descrizione
approssimativa della realta, e le proprieta dimostrate nel modello non sempre
si traducono alla lettera nel mondo reale.

Un esempio significativo ¢ la parita call-put che nei fatti non e rispettata:
le opzioni put tendono ad essere sopravvalutate rispetto alla parita. Questo
perche nel mercato ¢’¢ una maggiore richiesta di opzioni put ed ¢ vero che
in teoria una opzione put puo essere sintetizzata a partire da una call e
dall’attivo in questione ... ma questa proprieta vera nel modello e realistica
per una istituzione finanziaria ma non per un generico cliente.

Allo stesso modo a volte osservando i prezzi quotati delle opzioni si trova
che la convessita non a rispettata: all’interno del modello questo darebbe luo-
go ad un arbitraggio ... ma nella realta i costi di transazione delle operazioni
rendono irrealizzabile questo arbitraggio.

In definitiva i risultati dei modelli matematici, pur fondamentali nelle
applicazioni pratiche, devono sempre essere usati con estrema cautela.



Capitolo 2

Modelli multiperiodali a tempi
finiti.

2.1 Modelli a tempi finiti: i teoremi fonda-
mentali

Consideriamo un modello nel quale I'insieme dei tempi ¢ 7 = (0,1,..., N),
su uno spazio di probabilita (Q, F, P) sul quale e assegnata una filtrazione,
cioe una famiglia crescente di o-algebre Fy C F; C --- C Fy. Nei modelli
finanziari usualmente Fy = {0, 2} e non & restrittivo supporre Fy = F.

Un processo stocastico (X,))_, ¢ detto adattato se, per ogni n, X,, ¢
Fp-misurabile, ed ¢ detto prevedibile se X,, e F,_i-misurabile. Nei processi
prevedibili usualmente il primo istante e 1, in ogni caso si definisce F_; = Fy.

Nel mercato ¢ presente un attivo senza rischio (o bond) S = B, = (1+r)"
(la somma 1 rivalutata al tasso d’interesse r sul periodo, composto). Sono
poi presenti d attivi con rischio rappresentati da d processi stocastici adattats
(S8)N_,. Indichiamo S,, = (S}, ..., S%).

Si chiama strategia di portafoglio una coppia (HY, H,)N_, dove (H?),>
& prevedibile a valori reali, (H,),>1 ¢ prevedibile a valori in IR? (H? indica
la quantita dell’attivo S* detenuto tra n — 1 e n, la scelta ¢ fatta all’istante
n — 1 e quindi & naturale che sia F,,_;-misurabile).

1l walore del portafoglio ¢ V,, = HYSY + H,, - S,, .

Definizione 2.1.1. Il portafoglio € detto autofinanziato se per ogni n si ha
HYSY + H, - S, =Hp 1S)+ Hpiq - Sy

Questa definizione traduce il fatto che, ad ogni scelta (ogni istante n)
il capitale viene spostato da un attivo all’altro, senza immettere o togliere
nuovo capitale.
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Introduciamo la notazione AX,, = X,, — X,,_1: facili passaggi provano che
la condizione di autofinanziamento ¢ equivalente a AV,, = H'ASY+H,,-AS,, .
Introduciamo ora I'attualizzazione: gli attivi attualizzati (rispetto all’at-

tivo SO detto numerario) sono definiti da S% = 28 = % (naturalmente
5'2 = 1). Anche per il portafoglio si pone f/nl = % = %, ed e facile con-

statare che in termini attualizzati la condizione di autofinanziamento diventa

AV, = HOASY + H, - AS,, = H, - AS, .

Proposizione 2.1.2. Assegnato un capitale iniziale x ed un processo preve-
dibile (H,)N_, a valori in R*, esiste un solo (HO)N_, reale prevedibile tale
che (H?, H,) sia la strategia di un portafoglio autofinanziato con Vo = .

Dimostrazione. Se esiste tale strategia, si ha

H)+ H,-5,=Vo+ Y _ H;-AS;

j=1
Di conseguenza definiamo
n _ _ n—1 ~ ~
HY=xz+Y Hj-AS;—H,-S,=x+Y H;-AS; — H,- S,
j=1 j=1
che e F,_; misurabile. O

Definizione 2.1.3. Si chiama arbitraggio un portafoglio autofinanziato
con Vo =0, Viy > 0 e P{Vy > 0} > 0 (notiamo che la condizione dipende
solo dalla classe di equivalenza di P).

Se non esistono arbitraggi diremo che vale I'ipotesi N.A. .

Ricordiamo che si chiama martingala un processo (M,)_, tale che, Vn,
M,, & F,-misurabile e integrabile, e E[M,,|F,_1] = M,_1, cioe
E[AM,|F,.-1] =0.

Il risultato che ora viene enunciato ¢ noto come Primo teorema fon-
damentale della valutazione degli attivi (a tempi finiti).

Teorema 2.1.4 (Dalang-Morton-Willinger). Sono equivalenti
a) non esistono arbitraggi (N.A.);

b) esiste una probabilita Q ~ P tale che ogni (SL)N_, sia una martingala;
wnoltre si puo scegliere Q con % € L.

Q ¢ chiamata probabilita martingala equivalente.
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La dimostrazione dell'implicazione b) = a) ¢ facile: sia infatti (H?, H,,)
una strategia autofinanziata di costo iniziale 0 e partiamo da una probabi-
lith P tale che ogni (H!) e (S!) sia di quadrato integrabile; sia poi Q una
probabilita martingala equivalente con 3—8 e L.

Allora anche V,, & una martingala rispetto a Q, infatti

Si ha pertanto EQ[V,] = EQ[V;] = V; = 0. Di conseguenza, se Vy > 0 q.c.,
necessariamente Vy =0 q.c..

Nonostante la semplicita dell’enunciato non sono state trovate dimostra-
zioni brevi dell'implicazione a) = b) che viene rinviata ai paragrafi successivi.
Osserviamo che tale implicazione e falsa se il modello ¢ a tempi continui, ed
anche se 'insieme dei tempi ¢ N = {0,1,2...}.

Cominciamo a introdurre alcune notazioni: L° = L°(Q, F,P) ¢ lo spa-
zio di tutte le variabili aleatorie munito della convergenza in probabilita,
Lg lo spazio delle v.a. a valori positivi. Indichiamo poi con M€ I'insieme
(eventualmente vuoto) delle probabilita martingala equivalenti, e con M*
I'insieme delle probabilita martingala assolutamente continue rispetto a P .

Dato un attivo aleatorio X (di fatto una variabile aleatoria Fy-misurabile
a valori non negativi), si chiama portafoglio replicante un portafoglio tale che
Vn = X e portafoglio di copertura uno tale che Vy > X.

Indichiamo

N
c— {ZHn-AS’n
n=1

C denota i valori finali (attualizzati) dei portafogli a costo 0, o (cio che ¢ lo
stesso) 1 valori attualizzati degli attivi aleatori replicabili a costo 0.

(H,)Y_, prevedibile a valori in IRd}

N
C—ng{ngHn.ASn
n=1

(H,)N_, prevedibile a valori in ]Rd}

e l'insieme dei valori attualizzati degli attivi aleatori ricopribili a costo 0.
La condizione di assenza di arbitraggio si puo esprimere con la formula

cn Ly ={0}.

Definizione 2.1.5. Il mercato si dice completo se ogni attivo aleatorio e
replicabile.

Il risultato che segue € noto come Secondo teorema fondamentale
della valutazione degli attivi.
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Teorema 2.1.6. Supponiamo che valga ['ipotesi N.A.: sono allora equiva-
lents

a) il mercato é completo
b) esiste una sola probabilita martingala equivalente

Anche questa volta la dimostrazione dell’implicazione a) = b) ¢ facile:
sia infatti X una v.a. limitata e sia (V,)2_, un portafoglio replicante. Presa
una qualunque probabilith martingala Q € M€, si ha EQ[X] = EQ[Vy] =
EQ[V] = V. Ma se esistessero due probabilitdh martingala Q! # Q2
esisterebbe X limitata con EQ'[X] # EQ*[X].

Prima di provare l'altra implicazione premettiamo una definizione:

Definizione 2.1.7. Dato un attivo aleatorio X integrabile, si chiama sistema
di prezzi di non arbitraggio un processo stocastico (m,)Y_, adattato tale che
mny = X e che, introducendo un nuovo attivo con rischio St = r,, il
mercato allargato non dia luogo ad arbitraggi.

E immediato constatare che i sistemi di prezzi equi si ottengono scegliendo
una probabilita Q € M*® e ponendo
}"n]

La dimostrazione dell'implicazione b) = a) del teorema 2.1.6 ¢ allora una im-
mediata conseguenza del risultato seguente (anche la dimostrazione di questo
¢ rinviata ai paragrafi successivi).

X

Proposizione 2.1.8. Supponiamo che valga N.A. e sia X integrabile non
replicabile, e sia ™ = EQ[X] un prezzo di non arbitraggio: esiste Q* € M®
con EQ[X] > 7.

Di conseguenza, un attivo X e replicabile se e solo se esiste per lui un
solo prezzo di non-arbitraggio (ed un solo portafoglio replicante), altrimenti
esiste per X un intervallo aperto (eventualmente infinito) di prezzi equi. Sia
V' un portafoglio di copertura per un attivo aleatorio X (supposto che esista)
e Qe Me: V,=EQ[V] > EQ[X]. Vale il risultato seguente:

Teorema 2.1.9. Sia X un attivo aleatorio e sia o = sup {EQ[X] |Q €
./\/le} : se xg € IR esiste un portafoglio di copertura con Vy = xg .

Dunque zy rappresenta il minimo valore iniziale di un portafoglio di
copertura, osserviamo pero che il prezzo xy € un prezzo di arbitraggio.
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2.2 Dimostrazione dei teoremi fondamentali
nel caso di uno spazio finito

Le dimostrazioni che abbiamo lasciato in sospeso nel paragrafo precedente
sono particolarmente semplici nel caso in cui 2 € un insieme finito =
{w1,...,wg}; non ¢ restrittivo supporre che si abbia P(w;) > 0 per ogni i
ed ogni probabilita Q con questa proprieta e equivalente a P . Le variabili
aleatorie su € si identificano con i vettori di IR* e consideriamo 'usuale
prodotto scalare (X, Y) = S2F X (w;)Y (w;).

Dimostrazione di 2.1.4 a) = b). Riprendendo le notazioni del primo pa-
ragrafo, sia

N
c={> H.-AS,
n=1

I'insieme dei valori (attualizzati) degli attivi ottenibili a costo 0, e sia

(H,)Y_, prevedibile a valori in ]Rd}

D= {Y Y (W) >0V, Y (w) e+ Y (W) = 1}

Notiamo che C & un sottospazio vettoriale (convesso chiuso) in IR* e D un con-
vesso compatto, pertanto grazie al teorema di Hahn-Banach in IR esistono
una v.a. Z ed una costante a tali che

(Z, V)Y <a<(Z)Y) YV el,VY eD

Poiché C & uno spazio vettoriale, segue (Z,V) = 0 per ogni V€ Cea > 0;
e da qui segue anche Z(w;) > 0 per ogni ¢. Definiamo allora la nuova

probabilita Q(w;) = Z’“LLZE) e notiamo che, per ogni V € C, si ha EQ[V] =
j=14\Wj
0, cioe, per ogni scelta di Hy, ..., H, prevedibili
N
E? ) H, AS,| =0
n=1

Ma questo equivale a dire che ogni (S%)nzom ~y € una Q-martingala: fissiamo
infattin,e jecon 1 <j<de A€ F,_1, esia

. [ ) pr— ) p—
Hi = A se z' J e. m=n
0 altrimenti.

Si ottiene cosi EQ[I, - ASJ] = 0, e poiché questo vale per ogni A € F,_y, si
ottiene EQ[ASI|F, 1] = 0. O
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Dimostrazione di 2.1.8. Possiamo rappresentare 'insieme delle valori (at-
tualizzati) degli attivi replicabili come (C + IR.1) (intendendo con 1 la v.a.
che vale identicamente 1): presa X non replicabile possiamo nuovamente se-
parare (con Hahn-Banach) V e {X}: esistono una v.a. Z ed una costante a
tali che

(Z,V)y<a<(Z,X) VVecC

Di nuovo (Z,V) =0¥V € V ea >0, inoltre si ha Z(w;) +---+ Z(wi) =0.
Definiamo la nuova probabilita Q*(w;) = Q(w;) + % , dove la costante
C' ¢ scelta in modo tale che si abbia Q*(w;) > 0 per ogni 7.

Presa V € C si ha EQ'[V] =0 e quindi Q* € M€, inoltre
EQ[X] = EQ[X] + <ZTX> > EQ[X]

cioe il risultato cercato. O

Dimostrazione del teorema 2.1.9. Dimostriamo il seguente risultato (dal
quale deriva poi la tesi): X & copribile a costo 0 se e solo se, per ogni Q € M*®
si ha EQ[X] <0.

Sia A l'insieme dei valori attualizzati degli attivi ricopribili a costo 0, sia
A® il suo cono polare definito da A° = {Y € R*| (Y, X)<O0VX € A} esia
A% il cono bipolare che coincide con I'inviluppo convesso chiuso di A (& un
facile esercizio).

Ma A & gia convesso chiuso, quindi A = A%. E facile verificare che
gli elementi di A" hanno tutte le componenti positive e quindi, a meno di
una costante, sono probabilita: pilt precisamente gli elementi di A° (a parte
il vettore identicamente nullo) coincidono a meno di una costante con gli
elementi di M, e poiché M€ & denso in M la conclusione ¢ facile. ]

2.3 Dimostrazione dei teoremi fondamentali
nel caso generale

Riprendendo le notazioni del primo paragrafo, la condizione di assenza di ar-
bitraggio che avevamo espresso con la formula C ﬁLg = {0}, si puo esprimere
anche con la condizione (C — L) N LY = {0}. Questa seconda condizione
(che sembra strana) sara importante nella dimostrazione successiva.

E fondamentale il seguente risultato.

Proposizione 2.3.1. Valgono i sequenti risultati:

a) C ¢ chiuso in L°;
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b) se vale N.A. (C — LY) é chiuso in L°.

La dimostrazione di queste due affermazioni, molto tecnica, e rimandata
all’appendice.

Proviamo tuttavia con un controesempio semplice che la condizione N.A.
¢ necessaria nella dimostrazione del punto b): siano 7 = {0,1}, Q@ = [0,1], P
la misura di Lebesgue, Fy = {0, Q} e F; = B([0,1]). Supponiamo ci sia un
solo attivo con rischio e che AS; = X essendo X (z) = 2. Allora (C — L9)
sono tutte le v.a. maggiorate da un opportuno ¢- X (¢ € IR): & facile costruire

variabili che non appartengono a (C — LY), tuttavia ogni Y si puo scrivere
Y =lim, (Y AnX), e

Y AnX =min(Y,nX) € (C— LY)

Fissiamo ora una probabilita P tale che ogni (S?) sia integrabile e de-
notiamo K = (C — L) N L che & chiuso in L' (¢ I'immagine inversa di un
chiuso mediante I'immersione continua L' < L°). Pil precisamente K ¢ un
cono (cioe se Y € IC, A > 0 allora \Y € K) convesso chiuso di L', e contiene
L' (ciot tutte le funzioni integrabili a valori negativi).

Teorema 2.3.2 (Kreps-Yan). Sia K un cono convesso chiuso di L', con-
tenente L | tale che KN L}r = {0}: esiste Z € L™ strettamente positiva q.c.
tale che si abbia E[YZ] <0 VY € K

Dimostrazione. Prendiamo A € F non trascurabile e separiamo (col teorema
di Hahn-Banach) I'insieme K (convesso chiuso) da I, (convesso compatto):
esistono v € IR e Z4 € L™ tali che

E[ZAY]<C¥<E[ZA[A] VY e

Poiché K ¢ uno cono, si deve avere E[Z,Y] < 0VY € K (e @ > 0) quindi
E[Z414] > 0; poiche L' C K si verifica facilmente che Z4 > 0 q.c., inoltre
poiche E[Z4 4] > 0, Z4 ¢ strettamente positiva su un sottoinsieme non tra-
scurabile By C A, cioe By = AN{Z4 > 0} & non trascurabile. Consideriamo
allora 'unione essenziale degli insiemi B, al variare di A non trascurabile,
che si puo scrivere come By, U By, U... By, U. ..

E facile constatare che questa unione essenziale coincide q.c. con {2, e
quindi la v.a. Z =37, 2‘”@% soddisfa la tesi. O

Siamo ora in grado di dimostrare la parte difficile del Primo teorema
fondamentale.
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Dimostrazione di 2.1.4 a) = b). Si puo supporre che si abbia E[Z] =1 ¢
consideriamo Q = Z - P. Prese X = ) H, - Agn con H, limitato, si ha
EQ[X] = E[XZ] < 0, ma poiche le v.a. di quella forma sono uno spazio
vettoriale si deve avere

N
EQ Z H,-AS,| =0
n=1
DNa questo segue, esattamente come nel paragrafo precedente, che ogni
(57)y=0.. .~ , & una Q-martingala. =

Possiamo ora completare la dimostrazione del Secondo teorema fonda-
mentale provando il lemma 2.1.8.

Dimostrazione di 2.1.8. Possiamo rappresentare 'insieme delle v.a. re-
plicabili come (C +1R.1) (intendendo con 1 la v.a. che vale identicamente 1),
e sia

V= (C+R1)NL(Q)

sottospazio chiuso. Con il teorema di Hahn-Banach si puo costruire Z € L*>
tale che si abbia

EQZV]=0 VVeV, EQZX]=1

Poiché in V ci sono le costanti, segue EQ[Z] = 0. Consideriamo allora la
probabilita Q)* definita da

YA
*: 1 - .
Q ( " 2||Z||oo) Q

E immediato constatare che EQ'[X] > EQ[X]. 1l fatto che Q* sia una
probabilita martingala segue dal fatto che Z si annulla su ogni V€ V e
si prova come nel teorema di D.M.W. O

Prima di provare il teorema 2.1.9, diamo una definizione: dati due spazi
(E,E') in dualita e preso un cono A C E, si chiama cono polare

A ={r e B 2) <0 Vi’ e A}
e in modo analogo si definisce
AV ={zc F|({z',2) <0 V2’ e A%}

Il teorema bipolare per i coni afferma che A% coincide con I'inviluppo con-
vesso chiuso di A. La dimostrazione ¢ in realta un esercizio: ¢ evidente che
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A% & convesso e chiuso. Chiamiamo ora A* I'inviluppo convesso chiuso di A
esiay ¢ A*: esiste 2’ € E' e a € IR tali che

(o z) <a<(xy) VreAd

Poiché A* & un cono segue {2/, 2) < 0Vz € A, ciot 2’ € A ed a > 0: quindi
y non appartiene a A%,

Dimostrazione del teorema 2.1.9. Tornando all’insieme K = (C—L%)N
L', segue che K% = K. Se Z € K, ¢ facile vedere che ¢ a valori positivi
e (a meno di una costante moltiplicativa) ¢ una densita di probabilita: se
Q = Z - P si verifica che Q & una probabilita martingala, pero Q << P e
non necessariamente Q ~ P (abbiamo indicato con M?® tali probabilita, ed
¢ facile verificare che M® & denso in M per la topologia debole o(L>, L')).
Dunque Y € K < EQ[Y] < 0, VQ € M¢°. Pill in generale Y & copribile a

costo & se supge e E}[Y] < . O

2.4 Appendice
Dimostriamo la Proposizione 2.3.1. Prima di affrontare la dimostrazione,
occorre premettere alcuni risultati.

Lemma 2.4.1. Sia Y1,Ys, ... una successione di v.a. reali tali che, per quasi
ogni w, Y(w) = liminf, , Y, (w) € IR : esiste una successione convergente di
v.a. (Y,)n=1 tale che, per quasi ogni w fissato, Y (w) sia una sottosuccessione
dei numeri (Y, (w))n>1-

Dimostrazione. Definiamo ricorsivamente le funzioni a valori interi
1
T(w) = inf {n > (W) 1 [Ya(w) — Y(w)| < E}
E facile verificare che 7, & misurabile, che Yj,(w) = Y, (w)(w) € misurabile e
che Yi(w) = Y(w). O

A noi perd servira estendere questo lemma per variabili a valori in IR%:
consideriamo dunque v.a. a valori in IR? e indichiamo con |Y| la norma di

R,
Lemma 2.4.2. Sia Y1,Ys, ... una successione di v.a. in R? tale che
Y(w) = liminf |V, (w)| < oo
n—oo
g.c.; allora esiste una successione convergente di v.a. (Y/n)nZI a valori in IR

tale che la successione (di elementi di R?) Yj,(w) sia una sottosuccessione di
(Yo (w))nz1-
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Dimostrazione. In modo simile al lemma precedente, si comincia a definire
ricorsivamente

7o(w) = inf {n > (W) ;Y (W) — Y(w)| < %}

) limitata in IR?. Si applica poi il procedimento
del Lemma 2.4.1 alla successione cosi ottenuta in modo da far convergere la
prima componente, quindi la seconda, etc.. O

ottenendo una successione (Y.

Dimostrazione del punto a). Cominciamo a supporre N = 1 (pero non
supponiamo che Fy sia la o-algebra banale): indicando con X = AS, si
tratta di provare che se H, sono Fy-misurabili a valori in R H, X —Y
in probabilitd, esiste H Fy-misurabile a valori in IR? tale che Y = H - X.
Innanzitutto si puo supporre che la convergenza sia quasi certa (passan-
do eventualmente a una sottosuccessione) e si procede per induzione sulla
dimensione d.

Se d = 1 la prova e facile: possiamo considerare una partizione () =
Uy di elementi di Fy, dove

Q= {w: ligg}an(w) € R}, Qs = {w : liminf H,,(w) = foc0}

n—oo

e notiamo che {X # 0} C Q. Con il procedimento del Lemma 2.4.1, nell’in-
sieme €2y si puo ottenere H r — H (Fo-misurabile) e su 2y possiamo definire
ad esempio H(w) = 0, ed abbiamo ottenuto il risultato.

Passiamo ora a dimensione d, e sia questa volta

Q) = {w : H(w) = liminf |H,(w)| < oo}
n—oo

Se P(Q;) = 1, si procede con il Lemma 2.4.2 e la dimostrazione ¢ completa.
In caso contrario sia €25 'insieme non trascurabile

0, = {w c H(w) = —|—oo}

e definiamo su questo insieme G, = f;—ﬂ e notiamo che G,, - X — 0. Con il

procedimento del Lemma 2.4.2, otteniamo G,, — G ¢ quindi G- X = 0; no-
tiamo pero che \é[ = 1. Possiamo cosi effettuare una partizione dell’insieme
(25 in insiemi Fp-misurabili €2y ; tali che su {2y; sia 0 # G (la componente
i-esima, di é) Definiamo sull’insieme 25 ;,

H, =H, — (@)é

7
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e notiamo che su €2y ; vale H, - X = H, - X: ma su questo insieme ﬁ; =0
e quindi ci riduciamo di una dimensione. Quindi con un numero finito di
passaggi si ottiene il risultato.

Occorre ora passare a un generico NV, supponendo che la tesi sia vera per
N — 1. Si tratta di provare che, se

N

k=1

. N . N Y . . .
si puo scrivere Y =Y, | Hi - ASy,. Con lo stesso argomento di cui sopra si
puo far convergere il primo termine H,, ;- AS; e ci si riduce quindi a (N — 1),
dove I'affermazione ¢ vera per ipotesi d’induzione. O]

Dimostrazione del punto b). Limitiamoci al caso N = 1 (ma d qualsiasi).
Indicando di nuovo X = ASy, si tratta di provare che se H, - X — Y, — Z
(con Y, <0), esistono H Fy-misurabile e Y <0 taliche H- X —Y = Z.

Di nuovo consideriamo

Q1 = {w : H(w) = liminf |H,(w)| < oo}
n—oo

ese P(€;) = 1 si procede considerando H,, convergente. Se invece P(€) < 1,
consideriamo sull'insieme 2, = Q¢ le variabili

H, Y,

G, = e
| Hal | Hol

Si puo ottenere una successione (G, convergente a GG e tale che

Poiche G, - X — G - X, segue che é"' e limitata, e applicando di nuo-
vo il procedimento si puo fare in modo che |I§”|
G- X-W= 0, ma W ¢ a valori positivi e per l'ipotesi di assenza di arbi-
traggio necessariamente W = 0 e G - X = 0. Allora si procede come nella

dimostrazione precedente.

converga a W. Si ha cosi

]
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Capitolo 3

Valutazione di opzioni in
modelli a tempi continui.

3.1 Il modello di Samuelson-Black-Scholes

Diamo per scontata la conoscenza dell’integrale stocastico secondo Ito ri-
spetto ad un processo di Wiener (o Moto Browniano standard) (W;)o<i<r
adattato a una filtrazione (F;)o<i<r (Supponiamo Fy = {€2,0}), fissiamo solo
le notazioni.

Indichiamo M? (o ./\/1[20’% se c¢’¢ possibilita di ambiguita) I'insieme dei
processi progressivamente misurabili (Hy)o<i<r tali che E[ fOT H? ds} < 400
(con la norma evidente) e, se 1 < p < 400, con AP I'insieme dei processi
progressivamente misurabili tali che fOT |Hg(w)|Pds < 00 q.c.

Se H € M? ¢ definito "integrale stocastico fot H,dW, ed ¢ una martingala
di quadrato integrabile, e se H € A? l'integrale stocastico ¢ solamente una
martingala locale.

Chiamiamo “Processo di Ito” un processo stocastico che si possa scrivere
nella forma X; = X + [y HydW, + [j K,ds con H € A> e K € A' (& ben
noto che tale decomposizione & univocamente determinata) e, preso un altro
processo progressivamente misurabile (Lg)o<s<r si puo definire

t t t
/ L.dX, = / (L.H,) dW, + / (LK) ds
0 0 0

(a patto che (L,H,) appartenga a A? e (L,K) appartenga a A!).

Usiamo la notazione [X]; per indicare la variazione quadratica del proces-
so stocastico (X¢)i>o (se esiste) e ricordiamo che, se X ¢ un processo di Ito
con la decomposizione sopra indicata, si ha [X], = X2 + [ H2ds (talvolta

21
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scriviamo, con notazione differenziale d[X]; = H?dt) e ricordiamo che la co-
variazione quadratica [X,Y]; & definita da [X,Y]; = w Alcuni
testi preferiscono per la variazione quadratica la notazione (X); (in realta
[X]: e (X): coincidono se il processo X; ¢ a traiettore continue ma sono
diversi se il processo ha traiettorie solamente continue a destra).

Ricordiamo, senza dimostrazione ed in forma differenziale la Formula
di Tto: se (X/,..., X% sono processi di Ito e F': RY — TR ¢ di classe C?, si
ha

i F 7 ]
dF(X},..., Zax (X}, ..., XHdX! 4 = Z@x 5 (- )dIX, X7,
7 7 J

Fatte queste premesse, possiamo parlare del modello introdotto da Sa-
muelson (e poi sviluppato da Black e Scholes), nel quale ¢ presente un attivo
senza rischio SP (indicato talvolta B;) definito da S? = e™ (cio¢ la som-
ma 1 rivalutata al tasso di interesse differenziale continuamente composto
), € accanto a questo un attivo con rischio S; che & soluzione dell’equazio-
ne dS; = S; (,u dt + ath) . Esaminiamo piu in generale ’equazione sopra
scritta, che incontreremo parecchie volte.

Proposizione 3.1.1. Siano H, € A? e K; € A' ed xy una costante positiva:
l’equazione
dXt = Xt (Kt dt + Ht th) XO = X9

ammette una ed una sola soluzione data da
2
S

t t H
Xt:xoexp</ HdeSJr/ (F, = 55) ds)
0 0

Dimostrazione. Procediamo euristicamente supponendo che la soluzione X;
esista e sia a valori positivi (naturalmente se zo > 0) e poniamo Y; = log X; :
applicando la formula di Tto si trova che I'equazione soddisfatta da (Y;) &

1 H?
dY, = X;'dX; — §Xt‘2d[X]t = H dW, + (K, — Tt) dt
la cui soluzione ¢ evidente. Definiamo allora

2
s

t t
X, = o exp ( HdeSJr/ (KS—I; ) ds)
0 0

ed e facile verificare che questa risolve I'equazione.



3.1. IL MODELLO DI SAMUELSON-BLACK-SCHOLES 23

Rimane il problema dell’unicita. Questa puo derivare da risultati piu
generali ma ci possiamo arrivare facilmente in modo diretto: poniamo infatti

t t 2
Zt:exp<—/Hdes—/ (Ks—gs)ds)
0 0

e sia X; una generica soluzione dell’equazione: si prova facilmente che si ha
d(X.Z,) = 0 e da qui segue X; = 7.2, *. O

Osservazione 3.1.2. Supponiamo che H; e K, anziché processi stocastici,
siano due funzioni di h(t) e k(t) (rispettivamente di quadrato integrabile ed
integrabile): allora

/Ot h(s) dW, + /Ot ((s) — h22(s)) ds

¢ una variabile gaussiana (con media |, (k(s)—@) ds e varianza [, h?(s)ds),
e di conseguenza exp <f0t h(s) dWg + fot (k(s) — @) ds & una variabile log-
normale. Si chiama infatti variabile lognormale (di parametri m e o?) una
variabile Y che ha la legge di e dove X ¢ gaussiana N(m,o?).

Quando H; e K; sono funzioni della sola variabile ¢ (si dice anche “so-

no deterministici”), diremo che il processo X; soluzione dell’equazione 3.1.1
forma un modello lognormale.

Osservazione 3.1.3. Abbiamo visto che un processo X; con Xy > 0 che
soddisfa I'equazione della proposizione 3.1.1 € sempre strettamente positivo:
vale anche il viceversa. Piu precisamente un processo di Ito a valori stretta-
mente positivi soddisfa un’equazione stocastica del tipo sopra scritto. Si ha
infatti
dX, = K, dt + H,dW, = X, (é at + 2t th)
Xi Xi

L’unica cosa non evidente e che % c€A?e % € A': ma poiché le traiettorie
di X sono continue e strettamente positive, per ogni w € () esistono due
costanti positive a(w) e A(w) tali che 0 < a(w) < X(t,w) < A(w) < 400 ¢
ne segue facilmente la proprieta cercata.

Torniamo al modello di S.B.S. Il processo S; ha ’espressione
Sy = Sy exp <0Wt—i—(u— %) t) . questo processo € chiamato Moto Browniano
Geometrico e la costante o e chiamata volatilita.
Definizione 3.1.4. Si chiama strategia di portafoglio una coppia (H}, H;)

di processi stocastici progressivamente misurabili; il valore del portafoglio al
tempo t ¢ dato da V; = HP S + HyS; = He™ + H.S; .
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Naturalmente H? e H; indicano rispettivamente le quantita di attivo senza
rischio e con rischio possedute all’istante .

Definizione 3.1.5. Il portafoglio e detto autofinanziato se e soddisfatta
I'equazione dV; = H? dSP + H; dS;, cioe se si ha

t t
v;=v0+/ H2d52+/ H, dS,
0 0

Naturalmente ¢ sottinteso nella definizione che i due processi H° e H sono
tali che gli integrali f[f H?dS? e fg H,dS, abbiano senso.
In modo analogo a quanto fatto a tempi discreti, se X ¢ un attivo aleatorio

(al tempo t) il suo valore attualizzato ¢ dato da X = % = e "X . Il risultato

che segue, analogo di quello dimostrato a tempi discreti, viene enunciato in
forma differenziale.

Proposizione 3.1.6. Sono equivalenti le due sequenti proprieta:

a) dV, = HYdS® + H, dS,
b) dV, = H,dS,

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ una facile conseguenza della formula di
[to: supponiamo infatti che valga a), allora si ha

d(e_”‘/}) =e "t (Hto re"tdt + H, dSt) —re "t (er” + HtSt)dt =
= H,(e7"dS; — re”"'S, dt) = H, dS,

e si ottiene b); viceversa se vale b) ripetendo i conti in senso contrario si

ottiene a). O

Proposizione 3.1.7. Assegnato un capitale iniziale Vi ed un processo pro-
gressivamente misurabile (Hy;) (tale che fot H,dS; sia ben definito), esiste
uno ed un solo (HY) progressivamente misurabile tale che (H?, Hy) sia una
strategia autofinanziata.

Dimostrazione. Supponendo che (HY); esista, si deve avere f]? + Pitgt =
Vo—l—fot H,dS, . Quindi ¢ sufficiente definire HY = Vo—{—f(f H,dS,—H,S,. O

Torniamo al modello di S.B.S. : I'equazione soddisfatta da §t e

~ ~ ~ t J—
dSt:St((/,L—T)dt‘i‘O'th) :StUd(Wt+/ (ILL r)dS)
0

g

Chiamiamo W} = W, + fg(“*’ﬂ) ds, e I'equazione diventa dS, = S, o dW; .

ag
Dato un processo stocastico X;, indichiamo con (F/¥)o<i<7 la pitt piccola
filtrazione che rende (X;) un processo adattato (cioe F¥ = o(X,, 0 < s <t)
opportunamente completata e resa continua a destra).
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Osservazione 3.1.8. Per ogni ¢ si ha FP = FV = FV" (pil precisamente
coincidono le filtrazioni generate dai tre processi Wy, W}, Sy ).

La verifica ¢ immediata e non entriamo nei dettagli, tuttavia occorre
insistere sul fatto che I'eguaglianza sopra scritta e fondamentale.

Nei modelli a tempi finiti, I’esistenza di probabilita martingala equivalen-
ti e la completezza del mercato sono stati dimostrati con risultati essenzial-
mente di analisi funzionale, nei modelli a tempi continui tipo S.B.S. (e piu
in generale nei modelli tipo diffusione, come vedremo piu avanti nei modelli
per i tassi d’interesse) sono invece conseguenza di due risultati fondamentali
dell’integrazione stocastica: il teorema di Girsanov ed il teorema di rap-
presentazione delle martingale nella filtrazione Browniana. 1 risultati che
seguono vengono enunciati per il momento nel modello S.B.S., ma non sara
difficile estenderli a modelli piti generali.

Teorema 3.1.9. Sia P* la probabilita definita da
1

L )

dP
sotto questa nuova probabilita il processo (§t)0§t§T e una martingala.

Poiché vale 'equazione dS, = S, & dW; , e sufficiente provare che Wy € un
P*-processo di Wiener e questo ¢ una conseguenza immediata del teorema
di Girsanov. In casi piu generali, I'unica difficolta sara provare che, se Ly ¢
la formula per la candidata densita ‘ZP;P*, valga E[LT] =1 (in questo caso
la verifica & immediata). Useremo la notazione E* per indicare la speranza
fatta rispetto alla probabilita P*.

Il risultato che segue sara vero piu in generale a patto che sia soddisfatta

I'eguaglianza F° = F)V" .

Teorema 3.1.10. Sia X un attivo aleatorio al tempo T, di quadrato integra-
bile rispetto a P* : esiste uno ed uno solo portafoglio replicante il cui valore

al tempo t ¢

00X
Vi=E [er(T—t)

7
ed in particolare il prezzo di non arbitraggio Vi ¢ dato da E* [)N( } :

Dimostrazione. Per il teorema di rappresentazione delle martingale rispetto
alla filtrazione browniana, si ha X = E* [X } + fOT H:dW; | e di conseguenza

_ T TH* -
VT:V0+/ H;“dWs*:VOJr/ s 43,
0 0

oS,
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Di conseguenza

X
erT

Vi = E°[Vi|R] = E*[—| 7]

L’'unicita della strategia di portafoglio deriva dall’'unicita del processo inte-
grando nel risultato di rappresentazione delle v.a. di quadrato integrabile
nella filtrazione Browniana. O

Si pongono a questo punto due problemi:

e il calcolo esplicito del prezzo di mon arbitraggio Vy

e il calcolo effettivo della strategia di portafoglio (Hy)o<i<r -

3.2 Le formule di Black-Scholes

Se l'attivo aleatorio X ¢ della forma X = f(Sr) (con f boreliana), nel
modello di S.B.S. i due problemi precedenti hanno una soluzione esplicita.

Teorema 3.2.1. Se X = f(Sr) (con f boreliana tale che X € L*(P*) ), il
valore del portafoglio replicante V; é della forma V, = F(t,S;) dove

—+00

F(t, z) = o= /

Inoltre, se F ¢ Ct int e C* inx, si ha H, = g—’i(t, St) .

f( e(r—%z)(T—t)JrUvT—ty) eV d
I —_—
o v 2T Y

Dimostrazione. Partiamo dall’eguaglianza
2

Sy = Sp.exp (a(Wi — W) + (r — %)(T — 1))
ne segue l'eguaglianza
V, = e "TE[f(Seexp(...))| F] = F(t, Sy)

dove
2

F(t,2) = e TOE [ (2 exp (o7 = W) + (=TT =) )]

Notiamo allora che la variabile entro il termine exp(...) ha la legge di
oV —tY + (r— é)(T —t) dove Y ¢ gaussiana standard N(0,1) e questo
conclude la formula.

Inoltre, applicando la formula di Ito, si ottiene

OF 10?F

AV, = (Hre™t)dt+ H, dS, = (E(t, Si)+3 57 (

e questo prova la seconda affermazione. O

t, St)UQSf) dt+g—i (t, S)dS,
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Il termine ‘3—5(15, St) e chiamato il “delta” e si parla di delta hedging.

Le formule di Black e Scholes riguardano il caso particolare delle
opzioni call e put; in esse con ® indichiamo la funzione di ripartizione della
variabile N(0,1).

Teorema 3.2.2. Il valore al tempo t delle opzioni call e put (con prezzo
strike K) ¢ dato da Cy = C(t,S:) e P, = P(t,S:) secondo le formule

Ct,x) =2 ®(dy) — K e "TDd(dy)

P(t,x) = Ke "I 0d(—dy) — 2®(—dy)
dove
Clog(E)+ (r+ "72)(T —t)
ovVi1I —1

Inoltre il “delta” ¢ equale a ®(dy) nel caso del call e —P(—dy) nel caso del
put.

Dimostrazione. Facciamo il conto esplicito secondo il teorema 3.2.1, avendo
f(z)=(x— K)" e ponendo § =T —t: si ha

+ e_y2/2

+oo o2
C(t,x) = / (z Vo= 70 _ Ke™) N

Notiamo ora che () >0« y > —ds, e dunque

dy

+o00 .2 —y2/2
C(t,x) = / (z Vo7 _ Ke™™) © dy =

da V2T
dy —1/2(y—oV0)?

o 2T

La formula per il put si ottiene o con conti analoghi oppure sfruttando la
“parita call-put”; quanto al calcolo del “delta” si puo ottenere o derivando
meccanicamente le formule precedenti oppure derivando sotto il segno d’in-
tegrale, tenendo conto del fatto che, quasi ovunque (rispetto alla misura di
Lebesgue) vale la formula

= —Ke®(dy) + 2 dy = 2 ®(dy) — Ke "®(dy)

d
%(l’ e — b)+ =3 ]{xea>b}
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Come si ¢ visto, nelle formule di B.S. il termine y non ¢ rilevante mentre
I'unica incognita e la volatilita o: si pone dunque il problema di stimarla.
Sostanzialmente si possono usare due metodi:

e Volatilita storica: si parte cioe dai dati passati osservati sul mercato.
Se si considerano degli istanti di tempo passati t; < to < ... con

t; —t;_1 = 0, le variabili U; = log ( '*_1) sono indipendenti gaussiane

con varianza 0260 : ci si riduce quindi ad un problema di stima della
varianza in un campione gaussiano con media sconosciuta.

e Volatilita implicita: si parte dalle valutazioni delle opzioni call quo-
tate nel mercato e si invertono le formule B.S. trovando il valore di o
che restituisce i prezzi osservati.

Nella pratica si osserva che queste due stime non concordano, inoltre la
volatilita implicita fornisce valori differenti per tempi diversi e soprattutto
per valori diversi del prezzo strike K (questo effetto & chiamato smile della
volatilita). Questo mostra che il modello S.B.S. in realta non & adeguato e
pone l'esigenza di cercare modelli piu realistici.

Prima di andare avanti, parliamo brevemente delle cosiddette lettere
greche: abbiamo visto che la formula del call ¢ una funzione
Cy = C(t, T,z,K,r, a) e le lettere greche sono le derivate rispetto alle varie
componenti. Con calcoli noiosi ma del tutto elementari si arriva a queste
formule:

Delta: %&£ = ®(dy) >0

Vega: % =2T —t ®(d) >0

Gamma: ?927(; = xf/\(/dTlL >0

Theta: 5 = —ZE-0'(d)) + Ke " 0(dy) > 0
g—g = —re " T0d(dy) < 0

C— T —tKe T H®(dy) >0
Abbiamo visto sopra che il modello S.B.S. non ¢ adeguato. Una prima
generalizzazione consiste nel considerare p(t) e o(t) dipendenti dal tempo: il
primo termine diventa irrilevante (dopo la trasformazione di probabilita col
teorema di Girsanov) ed il modello rimane completo e valgono tutti i risultati

precedentemente dimostrati. C’¢ un analogo delle formule di B.S. dove il
termine o%(T —t) & sostituito da ft s)ds mentre o/ —t & sostituito da

ftT o?(s)ds.

Prima di passare alle successive estensioni del modello, accenniamo bre-
vemente alla modalita attraverso la quale Black e Scholes sono arrivati alle
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loro formule. Partendo dall’attivo con rischio S; che soddisfa al modello di
Samuelson sono arrivati con considerazioni euristiche a formulare le seguenti
ipotesi:

e csiste un portafoglio replicante della forma V; = F(t, S;) (con F che sia
ClinteC?inx)

e sotto una nuova probabilita P*, e " F(¢,S;) & una martingala.

Applicando la formula di Ito si ottiene
d(e_’"tF(t, St)) =

- e‘”( —rF+ 9 g d 4 o ?;75) (t,S) dt +e 2L (¢, S, )0 S, AWy

Affinché questo sia una martingala, il termine dentro parentesi < . ) si

deve annullare: di conseguenza se si trova una soluzione classica dell’equa-
zione

—7’F+%—f+rx%—i+"2;2%27§:0
F(T,z) = f(x) per0<t<T, x>0

allora F'(t,5;) e il valore del portafoglio replicante e g—i(t,St) = H, ¢ la
strategia replicante. Black e Scholes sono arrivati alle loro formule partendo

da una soluzione esplicita dell’equazione sopra scritta (che poi & I'equazione
del calore) con f(z) = (x — K)* (rispettivamente f(z) = (K —z)").

3.3 I modelli a volatilita locale

Si chiamano “modelli a volatilita locale” quei modelli nei quali I'attivo con
rischio soddisfa un’equazione della forma

dSt = St (/,L(t, St)dt + O'(t, St) th>

(a condizione che pf(.,.) e o(.,.) siano tali che il processo sia ben definito).
Di nuovo il termine p(.,.) non ¢ rilevante perché diventa r passando alla
probabilita martingala P* e I'equazione di S diventa dS; = a(t, St) Sy dWp .

E facile constatare che si ha F5 = FV = F/V" e quindi valgono sostan-
zialmente tutti i risultati dei paragrafi precedenti, in particolare esiste una
ed una sola probabilita martingala equivalente ed il modello ¢ completo.

Il risultato piu rilevante che riguardi questi modelli e stato ottenuto da
Dupire nel 1994; enunciamo il risultato senza darne la dimostrazione.
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Proposizione 3.3.1. Supponiamo che siano noti i prezzi delle opzioni call
C(t,K) per ogni 0 <t < T ed ogni K > 0 (e che la funzione C(t,z) sia C*
int eC?inx): allora questi prezzi derivano da un modello a volatilita locale
dove la funzione o(t,z) ¢ data dall’espressione

K2 ) anng) +rK 8C(9(;K)
7 o (tu K) = D2C(LK)
OK?

Naturalmente non tutti i prezzi saranno esattamente noti e si dovra ricor-
rere ad approssimazioni numeriche. Questi modelli hanno buone proprieta
matematiche ma non si puo sperare di avere formule esplicite trattabili: per
affrontarli numericamente si usano i risultati della sezione successiva.

Questi modelli hanno avuto grande successo per qualche anno soprattutto
perché sono completi, ma attualmente la proprieta di completezza e ritenu-
ta meno rilevante. A parte la definizione matematica, in termini finanziari
completezza significa che a patto di saper operare razionalmente sul mercato
¢ possibile eliminare ogni rischio e questo appare adesso poco realistico.

3.4 Legami con le equazioni a derivate par-
ziali
Stacchiamoci per un momento dai modelli finanziari e consideriamo un pro-

cesso X; che sia soluzione di una equazione differenziale stocastica della
forma

dXt = T’Xt dt + O'(t, Xt) th
X() =X

(naturalmente con of(.,.) sufficientemente regolare). Consideriamo 1'operato-
. ) o  z?o?(t,x) 0? . .
re differenziale A; = re— + ——————~——: vale il seguente risultato
Ox 2 Ox?

Lemma 3.4.1. Sia u(t,z) una funzione C* int e C? in x:

t
0
e "u(t, Xy) — / e_m(—u + Agu — ru) (s, X,) ds
0 0s
¢ una martingala locale.

Dimostrazione. Applichiamo successivamente la formula di Ito partendo da

d(e™"ult, X1)) = —re~"ut, X,) dt + " 'd(ult, X))
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A sua volta
8 8 10%u

2 0x?
_[@+ a_u+a< 0) Pu
~ Lo T or 2 022

(t, Xy) d[X]; =

20, X dt+ .. AW,

Notiamo che il termine entro [...] & eguale a % + AU e di conseguenza
d(e "u(t, X)) = ‘”(% + Ay — Tu> (t, X;)dt + ...dW,
O
Corollario 3.4.2. Sia u(t,z) che risolve in senso “classico” [’equazione
% +Au—ru=0

allora e”"u(t, X;) ¢ una martingala locale.

Applichiamo questi risultati al calcolo di un’opzione della forma X =
f(S7) in un modello a volatilita locale come definito nella sezione precedente,
e sia P* la probabilita martingala.

Teorema 3.4.3. Suppom'amo di avere una soluzione classica dell’equazione

OF OF a’(tz) 92°F _ _
G ol + St gk =0
F(T,z) = f(x) perOStST,x>0

e supponiamo che e "™ F(t,S;) sia una vera martingala sotto P* : allora il
portafoglio replicante é dato da 'V, = F(t,S;) ed in particolare il prezzo di non
arbitraggio ¢ Vo = F(0,S0) .

Dimostrazione. Sostanzialmente la dimostrazione e gia completa: si ha in-
fatti B
eV, =V, =E* e F(T,Sr) | F] =e ™ F(t,S)
O

Osservazione 3.4.4. I risultati precedenti (in particolare il Lemma 3.4.1 ed
il Corollario 3.4.2) rimangono validi se, anziché una costante r, si ha una
funzione r(t, X;) ed il termine e~"* & sostituito da e~ Jo7(s:Xs)ds

questo riguardo che, sinteticamente, si ha
( —Jor(s,Xs)d ) = —r(t, X;).e” Jor(s:Xo)ds gy

Questa osservazione ci sara utile quando parleremo di modelli per i tassi
d’interesse.

notiamo a
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3.5 I modelli a volatilita stocastica

Si parla di modello a volatilita stocastica quando I’attivo con rischio soddisfa
una equazione della forma

dSt = St (/,Lt dt + oy th1>

dove u; e o, sono processi stocastici adattati rispetto ad una filtrazione piu
grande di quella generata da W' (ma rispetto alla quale W} & ancora un
processo di Wiener). Come sempre il termine p; non e rilevante e ci si
concentra sulla volatilita o, .

Tipicamente F;° 2 FY " ¢ di conseguenza il modello non & piti completo
e non si ha unicita della probabilita martingala equivalente.

Un caso molto frequente & quello nel quale o; a sua volta segue un’equa-
zione della forma do; = a(t, o) dt + B(t,0;) dW? dove W? & un altro pro-
cesso di Wiener e W' e W? sono indipendenti (cioe [W*, W?], = 0) oppure
parzialmente correlati (ciod [W', W?], = pt con |p| < 1).

Esempio 3.5.1 (Modello di Stein-Stein). (Piu precisamente Elias S. e
Jeremy S., padre e figlio): sintetizziamo questo modello con le equazioni

dS; = Sy(pdt + o dW})

doy = —6(o; — 0) dt + k dW}?

AWt W2, =0
Esempio 3.5.2 (Modello di Heston). Il modello ¢ descritto dalle equa-
zioni

dS; = Sy(pdt + /vg dW})

dvy = k(0 — vy) dt + /vy AW}

AWt W2, = pdt

Naturalmente in questo secondo modello si pone il problema di garan-

tire che v; sia sempre a valori positivi, per il momento tralasciamo questo

problema che riprenderemo quando parleremo di modello C.I.R. per i tassi
d’interesse.

Consideriamo in generale il caso astratto
do; = aft, ;) dt + B(t, o) dW}?
Il teorema di Girsanov afferma che tutte le probabilita equivalenti hanno
una densita della forma
1

T T T
Lr=eo ([ mtawts [ a3 [ (e k) o)
0 0 0
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(naturalmente K' e K? devono essere tali che gli integrali siano ben definiti

¢ E[Ly] = 1). Affinché S, sia una martingala, si deve avere K} = —k=,

mentre K2 ¢ “libero” (e questo spiega perché non ¢’¢ unicita della probabilita
martingala equivalente).

Consideriamo una situazione particolarmente semplice, quella cioe nella
quale i due processi di Wiener sono indipendenti; si verifica che anche dopo il
passaggio ad una probabilita equivalente i due processi di Wiener (modificati)
rimangono indipendenti (vedi Osservazione 3.5.3)

Il modo piu naturale di costruire due processi di Wiener indipendenti e
considerare W su uno spazio (Q, 7%, P?) e poi considerare 2 = Q! x Q2 con
la probabilita prodotto.

L’equazione di S diventa

dSi(wy,wq) = Sy(wq,ws) <r dt + o(wy) dW} (w1)>

Il prezzo di un “call” all’istante 0 ¢ pertanto

B (5~ )] = [ aPifen) [ (Srtern) = ) e T aPien) -

= /Q C()(S(), K) (OJQ) dP;(UJQ)

Guardiamo meglio il termine Cy(Sp, K)(w2). Fissato we come parametro,
ci troviamo in un modello tipo S.B.S. con la wolatilita dipendente solo dal
tempo: si ha pertanto

00<So, K)(WQ) = S() @(dl(cg)g)) — KG_TT @(dg((ﬂg))

dove . ,
log(52) + [, (r+ #) ds

Jo o3(ws) ds

d1,2(w2) =

e quindi in definitiva

Co(So, K) = Sy /

(I)(dl (u}g)) dP;(WQ) — KG_TT/ @(dg((x)g)) dP;(WQ)
Qo Qo

Osservazione 3.5.3. Sappiamo che due processi di Wiener W' e W? so-
no indipendenti se [W! W?, = 0: passando ad una probabilita equiva-
lente esistono due processi progressivamente misurabili H e H? tali che
Wi = W; — [ Hids siano processi di Wiener con la nuova probabilita. Ma
la variazione (e quindi la covariazione) quadratica non cambia passando a
una probabilita equivalente ed i termini fot Hids non hanno effetto sulla

variazione quadratica e pertanto [W*! W?], = 0.
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Per quanto riguarda i modelli a volatilita stocastica, possiamo riassumere
brevemente:

e Vantaggi: una descrizione piu realistica delle incertezze del mercato,
con abbandono della condizione di completezza che € comoda dal punto
di vista matematico ma poco realistica dal punto di vista finanziario.

e Svantaggi: minore praticita nei calcoli e non unicita del prezzo di
non-arbitraggio (condizione comunque legata alla perdita della com-
pletezza).

3.6 Il principio del Cambio di Numerario

In questo e nel successivo paragrafo supponiamo che il mercato sia rappre-
sentato, su uno spazio (Q,]—" , P), da un attivo senza rischio S (non neces-
sariamente della forma e™"") e d attivi con rischio S¢ che sono modellizzati
da processi di Ito a valori strettamente positivi. Una strategia di portafo-
glio sara rappresentata dai processi progressivamente misurabili (H})o<i<r
(i=0,...,d) tali che gli integrali [; H!dS! abbiano senso.

Fino ad ora abbiamo sempre attualizzato rispetto ad S, ma come vedre-
mo non e l'unica scelta possibile.

Definizione 3.6.1. Si chiama numerario un processo stocastico D; adat-
tato e a valori strettamente positivi.

Poiché D, e strettamente positivo, € possibile considerare i prezzi attua-
lizzati rispetto a questo numerario.

Proposizione 3.6.2. Supponiamo che (Dy)o<i<r Sia un processo di Ito: la

condizione di autofinanziamento ¢ invariante rispetto al cambio di numerario.
= . d - . .

Piu precisamente, posto Vy = > .  H; S}, sono equivalenti:

a) AV, =S¢ HidS;
b) d(¥%) =0 Hid(3)

Dimostrazione.

1

Vi 1,
D

1
d(E) = ECM + th(Dt) +d[V,

Supponiamo ora che valga a): questo termine ¢ eguale a

i( B, isi + Hisid (D)+H’d s ) ZHZ

=0
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e si ottiene appunto b). Viceversa, partendo da b) e rifacendo i calcoli
nell’altro senso si ottiene a). ]

Il risultato veramente importante e il seguente:

Teorema 3.6.3. Supponiamo che esista una probabilita equivalente P* ri-

Dt sia

oS . )
spetto alla quale ogni 5 sia una martingala, e supponiamo anche che o
t t

una P*-martingala: considerata la probabilita PP definita da

apP _ Dr
aP* S9.Dy
sotto PP ogni g—’i e una martingala.
Dimostrazione. Chiamiamo Lt = Sé)—f‘b e sia
T-+0
apP Dy
Li=——| . =E"\Lp|F| = ——
ET T gp 1R [ Tl t} 59 Dy

Si verifica senza difficolta che un processo adattato (M;)o<i<r € una PP-
martingala se e solo se M;L; ¢ una P*-martingala e questo completa la
dimostrazione. n

Corollario 3.6.4. Indicando con EP la speranza fatta rispetto alla probabi-
lita PP, il prezzo di non arbitraggio al tempo t di un attivo aleatorio X ¢
dato da

X X
Vi= SB[ | 7] = DEP |7

Osservazione 3.6.5. Il vantaggio di utilizzare come numerario uno degli
attivi S¢ ¢ che, nel calcolare la strategia di copertura, ¢ sufficiente calcolare
i termini H} con j # i ed il termine H} & determinato dalla condizione di
autofinanziamento.

3.7 Esempi di utilizzo del Cambio di Nume-
rario

Prima di affrontare gli esempi, facciamo un conto preliminare. Supponiamo
che S risolva ’equazione dS; = S; (Kt dt + H; th) . allora

2
s

11 ‘ H ‘
E:S_oeXp</o (- K.+ Z)ds—/OHSdWS>




36 CAPITOLO 3. MODELLI A TEMPI CONTINUI

e quindi Sit risolve ’equazione

i(g) = (-8 B2y it = HoaW) = o (<Ko+ H)de -+ oWV

(notiamo infatti che W} = —W, & ancora un processo di Wiener).

Esempio 3.7.1 (Il falso paradosso di Siegel sul tasso di cambio).
Supponiamo di poter impiegare il denaro con il tasso d’interesse nazionale r
oppure in un altro stato col tasso ry: ¢’e dunque il “bond” nazionale B, = e"*
oppure quello straniero Btf = et 11 bond straniero tuttavia ¢ scritto nella
valuta straniera e in termini di moneta nazionale deve essere moltiplicato per
il “tasso di cambio” Ry .
Supponiamo che questo tasso segua un’equazione tipo S.B.S.

dR; = Ry (,u dt + O'dVVt). Nel mercato sono pertanto presenti due attivi

N . BI R _
B, =¢ete Btf = e"/* R, e sotto la probabilitd martingala = elrr=mt R,
deve essere una martingala, cio¢ '’equazione di R; deve essere

AR = R, ((r = rg)dt + 0 dW,)

Ma il tasso di cambio inverso (cioe di passaggio dalla valuta nazionale a quella
straniera) ¢ R~! la cui equazione &

d(R%) = (Rit) (s =7+ 0% dt = o awy)

e questo secondo Siegel avrebbe dovuto dar luogo a un paradosso (ci si
sarebbe cioe dovuto aspettare il solo termine (ry —7)).

Se si ragiona in termini di cambio di numerario il paradosso si rivela
inconsistente: infatti bisogna considerare R; ! col numerario B{ (o piu preci-
samente D; = Bf Ry ). Nella probabilita martingala per questo nuovo nume-

Bt . e(r—rf)t
—F 1> ciloe
B R

t 1 t

deve essere

rario devono essere martingale i processi (
una martingala e pertanto ’equazione sara

i) = () (6 =)o+ o )

Esempio 3.7.2 (Rivisitazione delle formule di B.S.). Riprendiamo la
formula del prezzo del “call” all’istante 0.
Consideriamo l'insieme A = {Sy > K} : si ha

(5 — K)* K)+] =FE [g—fp 1] — Ke""P*(A)

erT

(0, Sp) = E°
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Ricordiamo che Sy = Sy exp ((r — %Q)T + 0 W) e a sua volta W & eguale
in legge a VT'Y dove Y & gaussiana standard. Notiamo quindi che

o . 50) ciod tog (32) +(r— )T
Sr>K < (r—%)T +oW; > —log (52) cioe —Y < i
. log(i)+(rfﬁ)T
Si ha pertanto P*(A) = ®(dz) , dove dy = =5 ——=—
Per quanto riguarda il primo termine, cambiamo il numerario passando

al numerario S; e ottenendo

.S
B5

da] = SoE°[1.14] = Sy P¥(A)

Sotto la probabilitd P* | sono martingale i processi (1, %) ; 'equazione sotto
IR RIS o . . rt
la probabilita originale di & ¢
ert ert
() = () (0 =+ 0*) dt — o awy)
Sy Sy
che diventa sotto la probabilita P
Tt rt

(es_t) (0dt + o aw)

e

5)

d(

Cioe ¢ come se fossimo in un modello S.B.S. perd con r sostituito da (r + o?)
e si ripete il conto appena fatto (mettendo (r + o) al posto di r): si ottiene

log(50)+(r+ )T
pertanto Sy ®(dy) , dove d; = KU—\/TZ

Esempio 3.7.3 (Opzione di scambio tra due attivi). Supponiamo che
nel mercato, oltre all’attivo senza rischio SY = €', siano presenti due attivi
con rischio con equazione dS; = S (y; dt + o; dW}') con W', W?], = 0.

Col numerario S? sono martingale i tre processi (1, g—%, g—g) e 'equazione
di S} diventa sotto P* dS} = S} (r dt + o; de) .

In questo mercato consideriamo una “opzione di scambio” (S;lp — S%)+ .

Il mercato e completo perché la filtrazione (Esl,s ’ coincide con

)ogth
quella generata da (W', W?) e vale il teorema di rappresentazione delle mar-
tingale anche rispetto a un processo di Wiener vettoriale. Esiste dunque uno

ed un solo portafoglio replicante il cui valore all’istante ¢ & dato da

rt ok (571“_5%)+ St S7 +
e G ) e 0 G
T
Col numerario S} sono martingale i processi (g—é’, 1, g—ti) , ma notiamo che
t t

nella formula di V; l'attivo senza rischio S? non compare (e ce ne possiamo
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2
pertanto disinteressare). Sotto la probabilita originale, 'equazione di % e
t

S? S2
(), = (3p) () dt+ oy dWE = oy W

Il termine (...) non & calcolato perché diventa 0 sotto la probabilita PS5 e

09 thZ — 01 thl

2 2
o1+ 05

scritta sotto la probabilita P b

1(55), = (5 [yt +o3 ]

2

Pertanto il processo Z; = S_t1 soddisfa un’equazione tipo S.B.S. con r =0 e

t

o =+\/0? + 03 : ne segue che

St

V=S, P(t, S—tl) con P(t,z) = P(t,T,2,0,1,1/0% + 03)

(dove P(.,.) ¢ la formula del “put” secondo le equazioni di Black-Scholes).
Ma si puo precisare anche il portafoglio replicante, basato sui soli due
attivi S} e S?: infatti (1, Z;) formano un mercato tipo S.B.S. (con 7 =0) e
ponendo V;* = & si ha V;* = H} + HZ, .
Sappiamo che vi & equivalenza tra

si verifica facilmente che

¢ ancora un processo di Wiener

Sz

e 'equazione di 5

Vi S?
AV, = H1dS} + H?dS? o d(-j) — 1? d(—g)
St S
Consideriamo allora dV;* = H?dZ;: il termine H? & ricavato dalle formule
del “put” nel modello B.S. ed il termine H; si ottiene dalla condizione di
autofinanziamento.



Capitolo 4

Modelli per la struttura a
termine dei tassi d’interesse.

4.1 Generalita sul tassi d’interesse

I modelli per la struttura a termine dei tassi d’interesse sono utilizzati in
realta per rappresentare due attivita finanziarie abbastanza differenti: i titol:
a reddito fisso (emessi da nazioni o da societa, I’esempio piu frequente in
Italia & rappresentato dai B.O.T. a breve, cioé senza cedole intermedie) ed
il vasto mercato degli scambi interbancari (che trascina I'intero mercato dei
mutui).

Per quanto riguarda gli interessi sui movimenti interbancari il termine piu
usato in letteratura e il tasso LIBOR (da London Inter Bank Offer Rate),
ma in Europa nell’uso pratico si considera il tasso EURIBOR: ¢ una media
dei tassi ai quali le Societa Finanziarie si prestano denaro per brevi periodi
(fino ad un anno) che viene pubblicato giornalmente a Bruxelles.

L’elemento di partenza della modellizzazione ¢ il cosiddetto Zero Cou-
pon Bond B(t,7): un titolo che commercializzato al tempo ¢ al prezzo
B(t,T) da diritto al tempo T alla somma 1.

Si assume che esistano, per 0 < ¢ < T < T* i titoli B(t,T) e si osserva
che, fissato t, ¢’e buona regolarita della funzione T'— B(¢,T') (e naturalmente
B(T,T) = 1), mentre si presentano, fissato 7', forti oscillazioni del valore
t — B(t,T) (che verra pertanto modellizzato come processo stocastico).

Vediamo come si legano gli z.c.b. ai tassi d’interesse, partendo da una
osservazione: la somma 1 al tempo t vale % al tempo T (infatti si

pOSsSOno comprare % titoli).

39
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Se calcoliamo gli interessi in termini continuamente composti, I'interes-
se medio sul periodo sara dato da B; = Y ®D(T-Y) ¢ questo porta alla

(t.T)
seguente definizione:

Definizione 4.1.1 (Yield o rendimento).

—log B(t,T)

Y(6T) = —2—

Se vogliamo calcolare I'interesse in termini lineari (tasso LIBOR) dovremo

partire dall’equazione ﬁ =1+ L(t,T)(T —t) e siarriva alla seguente:

Definizione 4.1.2 (Tasso LIBOR).

1— B(t,T)

LeD) = gamyr—n

A volte il valore di B (o di L) deve essere dedotto, come mostra il seguente
esempio:

Esempio 4.1.3. Consideriamo una obbligazione biennale di 100 €, con
cedola semestrale al 6%, venduta al prezzo di 98 €.

Per calcolare l'interesse annuale medio A (continuamente composto) sul
periodo, consideriamo i diversi flussi di denaro attualizzati in 0: si ottiene
I’equazione

98 =3e M2 +3e* +3e M2+ 103e

che puo essere risolta numericamente.

Vediamo ora quanto rendono tra S e T i titoli commercializzati in t (f <
; < T): ricordiamo che la somma 1 vale % al tempo S e ﬁ al tempo

In termini continuamente composti si ha la formula

1 FLST)(T-5) 1

B(t,S) B, T)

che porta alla definizione di Forward rate

log B(t,S) — log B(t,T)
T-S5

Invece in termini di interessi lineari si ha

F(t,8,T) =

(1+L(t, S, T)(T - 8S)) =

B(t,S) " B(t,T)
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che porta alla definizione di Forward LIBOR rate

B(t,S) — B(t,T)

L, 5,1) = B, T)(T - S)

Continuo ad usare i termini anglosassoni perché non e facile tradurli in
termini italiani di ampio uso e sul lavoro vengono comunque sempre usati i
termini inglesi. Pil che i tassi futuri come indicati sopra, viene usata una
loro forma differenziale.

Definizione 4.1.4 (Istantaneous forward rate).

. B
f(.T) = Jim F(tT.T+AT) = = log B(1,T)

Definizione 4.1.5 (Istantaneous short rate).

r(t) = f(t,t) = lim L(t,t + AT)

AT—0+

Osserviamo che & equivalente conoscere B(.,.) oppure Y (., .) oppure L(.,.)
oppure f(.,.): riguardo all’ultimo notiamo che si ha B(¢,T) = S RGOS

Invece da ognuno di questi si puo ricavare r(¢) ma non si puo tornare in-
dietro, cioe la conoscenza del solo short rate non permette di ricavare B(t,T)
(se non all'interno di un modello, come vedremo pit avanti).

4.2 Proprieta indipendenti dal modello

I principali prodotti derivati sui tassi d’interesse sono i Cap, i Floor e gli
Swap.

Cominciamo dai cap: questi sono una copertura contro il rialzo degli
interessi (visti sempre in termini lineari) in un prestito rateale. Un cap si
scompone nella somma di caplets.

Sull’intervallo di tempo [T;_1,T;], se il tasso di riferimento & R, il caplet
vale al tempo T; la somma (7; —T;_4) (L(Ti,l, T;) — R)+ (usualmente il tasso
e noto in 7;_; ed il pagamento avviene in T; ).

Indicando 6 = T; — T;_1 e omettendo i termini 7; all'interno di B(.,.) e
L(.,.), si ha:

1-B 1

S(L-R) =6(r ~R) = (5 -(+6R) = (1-R'B)"
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(dove R* = (1+d R) ). Notiamo che la somma m (1—R* B(T;-1, Ti))Jr

al tempo T} equivale a (1 — R* B(T;_1,T}))" = R (7 — B(Ti-1,T;)) " alla
data T;_;. Dunque il calcolo di un caplet equivale ad una opzione put ad
una data 7T;_; su un bond di scadenza successiva.

Con passaggi analoghi, un floorlet (che & una copertura contro la cadu-
ta dei tassi) equivale a R* (B(Ti,l,Tl-) — %)Jr alla data T;_;, cioe ad una
opzione call su un bond di scadenza successiva.

Infine lo swap ¢ uno scambio tra interessi a tasso fisso R ed interessi a

tasso variabile: anche questo si decompone nella somma di swaplets.

Lo swaplet sull'intervallo [T;_1, T;] vale al tempo T;_; la somma

(1= R* B(T;-1,T;)) che vale, al tempo 0, ( B(0,T;_1) — R* B(0,T;)) .

Calcoliamo allora il tasso swap equo su un debito con pagamenti ai tempi
T, =Ty+id (coni=0,1,...,n): il flusso totale di denaro, valutato in 0, &
>or B0, Ti-1) — (L+dR) >, B(0,T;). 1l tasso swap sara equo se questa
somma vale 0 e si ottiene allora la formula

B(0,Ty) — B(0,T,)
d 2.y B(0,T)

R:

cioe il tasso swap equo puo essere calcolato con una formula deterministica
a partire dai tassi sui vari periodi.

Ad esempio una banca che offre un mutuo decennale con rata mensile, a
scelta a un tasso variabile legato all’Euribor o a un tasso fisso prederminato,
offre uno swap, teoricamente calcolabile secondo la formula precedente.

Nella pratica pero la formula sopra scritta non e applicabile direttamente
per due motivi: il primo e principale e che i tassi Euribor sono pubblicati,
giorno per giorno, fino alla durata di un anno mentre uno swap e su periodi
molto pit lunghi, tipicamente 10 o 15 anni.

Il secondo motivo ¢ che i passaggi precedenti presuppongono che si possa
liberamente prestare o investire denaro al tasso Libor per qualsiasi durata e
questa e una idealizzazione.

4.3 Principi di modellizzazione
La modellizzazione classica parte da uno spazio di probabilita (Q, F, P) sul

quale ¢ definita una filtrazione (F;)o<i<r € adattato a questa filtrazione c’e
un processo di Wiener d-dimensionale (non necessariamente F; = FV ).
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Per ogni T fissato, si suppone che B(t,T)o<i<r sia un processo di Ito
rispetto a W .

Come numerario di riferimento la convenzione vuole che si usi il processo
B, = elor(s)ds , questo e chiamato money account.

Precisiamo subito che l'attivo finanziario B; in realta non esiste: € una
idealizzazione volta a modellizzare la somma 1 costantemente rivalutata al
tasso d’interesse dei bond a scadenza immediata. Fissiamo un tempo T e poi
0<Ty<Ti---<T, =T e investiamo la somma 1 nei bond di scadenza T ,
poi in quelli di scadenza T5 e cosi via .... al tempo 7' la somma sara

1 1 n 2
BO.T)) B Ty) coo = exp ( i f(0,u)du+

Prendendo dei tempi T; sempre piu fitti (I'ultimo sempre eguale a T'), al
limite si ottiene exp (fOT f(u,u)du) = Br.

Per formulare qualcosa che richiami l'assenza di arbitraggio, si fa questa
ipotesi di modellizzazione: esiste una probabilita equivalente P* rispetto

B(t,T)

alla quale ogni processo (Tt

f(Tl,u)dqu...)

T

) sta una martingala.
0<t<T

L’idea piu immediata ¢ quella di modellizzare ogni bond con una equa-
zione della forma

dB(t,T) = B(t,T).(m(t,T)dt + S(t,T) dW,)

ma questa si rivela una cattiva idea: bisogna infatti garantire la regolarita si
T — B(w,t,T) ma soprattutto bisogna garantire che si abbia B(w,T,T) =1
q.c.

La strada percorsa e stata prima quella di costruire i modelli basati sullo
short rate e piu tardi quelli basati sul forward rate (notiamo che in entrambi
i casi si tratta di idealizzazioni non direttamente osservabili sul mercato).

Piu tardi sono venuti i modelli basati sul tasso Libor (detti anche modelli
di mercato) ed ulteriori estensioni delle quali daremo conto piu avanti, ma
torniamo ai precedenti.

Tra i modelli basati sul tasso a breve e quelli basati sul tasso forward c’e
una differenza fondamentale: nel primo caso infatti bisogna modellizzare sia
il tasso a breve che la densita della probabilita martingala, mentre nel secondo
caso si modellizza il tasso forward in modo tale che esista una probabilita
martingala. Vediamo meglio perché.

Nei modelli basati sul tasso a breve usualmente si considera r(t) come
soluzione di una e.d.s. della forma

{dr(t) = p(t,r)dt +o(t,r)dW,
r(0) = r*(0)
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(sotto la probabilita originale P), dove r*(0) ¢ il valore del tasso a breve
osservato sul mercato. Tuttavia in questo caso si conosce solo B; = elor(s)ds
e non ha senso pertanto parlare di probabilita martingala (& come avere un
solo attivo e non si possono fare arbitraggi con un solo attivo).

Se fosse nota la probabilita martingala P* | si potrebbe ricavare il prezzo

del bond dalla formula
B(T,T)

T

7] = Bf[e T F

Per completare la modellizzazione, si deve dunque scegliere P* (piu spesso la
densita % ). Una volta considerato un modello, chi sceglie P* 7 Il mercato!
Detto cosi sembra una provocazione, in realta si fa in modo che i prezzi
osservati sul mercato si adattino ai prezzi ricavati dal modello (calibrazione
del modello).

Spesso si modellizza direttamente il tasso a breve sotto la probabilita
martingala (si chiama modellizzazione martingala), tenendo perd presente
che la probabilita martingala non ¢ una descrizione statistica della realta ma
solo uno strumento per calcolare dei prezzi.

Concludiamo osservando che nei modelli basati sul tasso a breve W, &
sempre unidimensionale ed & #rrisorio considerare un processo di Wiener a
dimensione superiore d: infatti presi W' e W? Wiener indipendenti, si ha

W4 bW
Wb WE = Va1 i (o)
o ! ¢ va? + b2
AWl bW

e si verifica facilmente che W; = e ¢ a sua volta un processo di
Wiener.
Pill in generale, presi H}, H? appartenenti a A%, si ha

Htl thl + Ht2 th2 = \/(Htl)z + (H})? dﬁ;t

dove il processo stocastico

157 ! Hsl 1 H52 2
= T ™t T ™)

¢ ancora un processo di Wiener.

Nei modelli basati sul tasso forward invece si modellizza f(.,.) (sotto la
probabilita originale) con una equazione della forma

df(t,T) = a(t,T)dt + o(t,T) dW;
f(O’T) = f*(()?T)
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(dove f*(0,T) ¢ il valore del tasso forward osservato sul mercato): W; puo
essere un processo di Wiener di dimensione d qualsiasi (in alcuni modelli
anche infinito-dimensionale).

Nota f(.,.), si ottiene B(t,T) = e~ F @ du g quindi ha senso chiedersi
se esiste una probabilita martingala. La risposta ¢ contenuta nel teorema di
Heath-Jarrow-Morton che vedremo piu avanti.

4.4 Modelli basati sul tasso a breve

Per semplificare le cose, adottiamo il criterio della modellizzazione martingala
e partiamo da r(t) che risolve un’equazione della forma

dr(t) = u(t,r)dt + o(t,r) dW,;
Tra i modelli piu usati vi sono
e Vasicek: dr = (b—ar)dt+ odW; (a, b>0)
e CILR.: dr=a(b—r)dt+oyrdW,
e Ho-Lee: dr =46(t)dt + odW,
e Hull-White :  dr = (0(¢) — ar) dt + o dW,

Nei modelli sopra indicati, a, b, ¢ sono costanti mentre 6(¢) ¢ una fun-
zione dipendente solo dal tempo.

Guardiamo piu da vicino il modello di Vasicek: 1’equazione ha una
soluzione esplicita.

Se partiamo dall’equazione " = a(m — f), f(0) = ¢, questa ha solu-
zione f(t) =m + (¢ —m)e™*; notiamo che lim;_,, f(t) = m.

Ispirati da questo facile esempio, cerchiamo la soluzione della equazione
stocastica

dXt = CL(TTL — Xt> dt + det
X() =Xy

Non e difficle verificare che la soluzione e data da
t
Xi=m+ (xg—m)e ™+ / e~ =) qw,
0
Di conseguenza il modello di Vasicek ha una soluzione esplicita:

b t
r(t) = —Je ¥ +o / e~ =) QW
0
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(in particolare ogni r(¢) & una variabile gaussiana).

Notiamo che limy_,o E[r(t)] = £ ed il comportamento di convergenza (pur
con le oscillazioni dovute alla componente stocastica) ¢ chiamato mean rever-
sion: questa proprieta qualche anno fa era ritenuta un elemento importante

della modellizzazione, ora lo ¢ molto meno.

Consideriamo il modello C.I.R. (cioe Cox-Ingersoll-Ross): alla base di
questo modello ci sono i risultati sulle diffusioni di Feller. Per dare un senso
all’equazione, bosogna garantire che la soluzione sia tale che r(w,t) > 0 q.c.
Questo avviene con una condizione sui coefficienti, cioe ab > %2 : rimandiamo
all’appendice la giustificazione di questa affermazione.

Torniamo a un generico modello basato sul tasso a breve: il primo mo-
do di procedere ¢ stato attraverso equazioni differenziali a derivate parziali,
secondo le linee esposte nel capitolo precedente. Ripetendo conti sostanzial-
mente eguali al Lemma 3.4.1 ed al Corollario 3.4.2, si prova che, presa u(t,r)
derivabile una volta rispetto a t e due rispetto a r, il processo

¢ t s ou ou % 0%u
—fO r(s)ds o —fo r(u)du e e o v
e u(t, (1)) /0 e (= rut S pst+ 555 ) (sr(s)) ds

e una martingala locale.

Pertanto, in modo analogo al teorema 3.4.3, se si trova una soluzione
classica dell’equazione

—ru—l—g—?—l—u% %2%:0
u(T,r) = f(r)
e si prova che il processo sopra indicato ¢ una vera martingala, vale la formula
E[e™ O £(1(1)|F] = u(t, r(t))

Di conseguenza si pud scrivere B(.,.) nella forma B(t,T) = F(t,r(t))
dove F' & soluzione di

or 2 Or?
FI(T,r)=1 0<t<T, relR
L’equazione sopra scritta ¢ chiamata “term structure equation”.

Se si deve valutare il prezzo di una opzione al tempo S che sia funzione di
un bond di scadenza successiva T' (come gli esempi che abbiamo visto nella
Sezione 2) si potra scrivere ad esempio

Ele i r@d p(B(S,T)) | F] = G(t,r(t))
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dove a sua volta G risolve I'equazione

2 92
TG+ Gy + g =0
G(S,r) = f(FT(S,r)) 0<t<S,reR
Solo alcune volte le equazioni sopra scritte hanno una soluzione esplicita,
negli altri casi si procede numericamente.
Questo modo di procedere e chiaramente molto macchinoso; un deciso

passo avanti e stato ottenuto con la nozione di “struttura a termine affine”
introdotta da Duffie e Kan nel 1996.

Definizione 4.4.1. Si dice che il modello possiede una struttura a termine
affine (A.T.S.) se si puo scrivere

B(t,T) = exp (a(t, T)—b(t,T) r(t))
dove a(.,.) e b(.,.) sono funzioni deterministiche con a(7,7) = b(T,T) = 0.
Il risultato principale e il seguente

Teorema 4.4.2 (Duffie-Kan). Supponiamo che, sotto la probabilita mar-
tingala, il tasso a breve soddisfi un’equazione della forma dr(t) = p(r,t) dt +
o(t,r)dW,, dove u e o sono della forma

p(t,r) = a(t)r+ 5(t) o(t,r) = /y(t)r + o(t)

con «, B, 7,0 funzioni continue: allora il modello ha una A.T.S. dove le
funzioni a e b sono soluzione delle equazions

{bt(t,T) +a(t)b(t, T) — Lo(t) V2(t, T) = —1

bT,T) =0
a(t,T) = B(t)b(t, T) — £ 6(t) (¢, T)
a(T, T)=0

Notiamo che la prima ¢ una equazione differenziale di Riccati (della quale
a volte si conosce la soluzione esplicita) mentre la seconda € una normale
equazione.

Idea della dimostrazione: si cerca una soluzione della term structure
equation che sia della forma FT(t,r) = exp (a(t,T) — b(t,T)r). Con dei
calcoli tediosi ma del tutto elementari si ottiene

exp(.){ () +7 ()} =0
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Eguagliando a 0 i termini contenuti entro le due parentesi si ottengono
esattamente la seconda e la prima equazione dell’enunciato del teorema.

Consideriamo un modello dotato di A.T.S. direttamente sotto la proba-
bilita martingala: abbiamo B(t,T) = exp (a(t,T) — b(t, T) r(t)) .
L’equazione soddisfatta da B(t,T) ¢

dB(t,T) = B(t,T) ((. L) dt— b(t, T o(t, r(t)) th>

Non ¢ calcolato il termine dentro parentesi perche %T) ¢ una martingala:

allora, come abbiamo visto nel capitolo precedente, il termine (...) deve
essere eguale a r(t). L’equazione soddisfatta da B(t,T) ¢ pertanto

dB(t,T) = B(t,T) (r(t) dt — b(t,T) o (t, (1)) th)

Esempio 4.4.3 (Modello di Vasicek).

In questo caso i conti sono molto semplici: impostiamo le due equazioni
b(t,T) —ab(t,T) = —1
b(T,T)=0
a(t,T) = b(t,T) — % V(t,T)
a(T,T)=0
La prima e una equazione differenziale lineare e la seconda una semplice
eguaglianza la soluzione & molto facile e si ha b(¢,T) = 1(1 —e T V) e
a(t,T) = ftbQSTds—bft (s,T)ds.

Esempio 4.4.4 (Modello C.I.R.).

Scriviamo le due equazioni:
{bt(t,T) ab(t,T) — T B2 (¢, T) = —1

b(T,T)=0
ai(t,T) =bb(t,T)
a(l,T)=0

La prima e una equazione differenziale di Riccati: di queste equazioni spesso
(come in questo caso) si puo scrivere la soluzione esplicita facendo interve-
nire le funzioni speciali. Diamo per buona la soluzione sorvolando sui conti

piuttosto complessi: se si pone v = —”22”2 , si ha

sinh (v(T —t))
v cosh (y(T —t)) + %sinh (y(T —t))

b(t,T) =
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2% (T—t)2

J— ’)/ea
a(t,T) = o2 log {7 cosh (’y(T — t)) + § sinh (7(T - t>) }

Abbiamo visto in questi esempi che l'idea della A.T.S. permette di evi-
tare il passaggio delle equazioni differenziali a derivate parziali per poter
scrivere B(t,T) = FT (t, r(t)) : queste equazioni sono sostituite da equazioni
differenziali ordinarie a volte di agevole soluzione.

Se pero si vuole calcolare il prezzo di una opzione, al tempo S, della
forma f(B(S,T)), bisogna tornare ad usare le equazioni a derivate parziali.
Vedremo pit avanti che un deciso miglioramento si puo ottenere utilizzando
il principio del cambio di numerario.

4.5 Completezza del modello e inversione del-
la curva dei rendimenti

In un modello basato sul tasso a breve, se consideriamo un attivo aleatorio
al tempo S, rappresentato da una v.a. Fg misurabile (spesso della forma
f(B(S,T)) dove S < T'), ci domandiamo se esiste un portafoglio replicante.

In un modello dotato di A.T.S. I'equazione soddisfatta da B(t,T) = %’)&T) e
della forma

dB(t,T) = B(t,T)( —b(t, T) o(t, r(t)) th) — B(t, T\, r(t)) dW;

ed ¢ immediato constatare che FY = ]-"SB 1) si possono sostanzialmente
ripetere le argomentazioni svolte nel capitolo precedente e si vede che questo
attivo aleatorio e replicabile con un portafoglio basato due attivi, il money
account ed un bond di una (qualsiasi) scadenza posteriore T

Questo e perfettamente rigoroso dal punto di vista matematico, ma dal
punto di vista finanziario e talvolta insensato: una opzione a tre mesi su
un bond di scadenza sei mesi potrebbe essere replicato da un portafoglio
composto dal money account (che ¢ solo una idealizzazione) e da un bond di
scadenza 5 anni!

Vedremo piu avanti, utilizzando il principio del cambio di numerario,
esempi di portafogli di copertura molto piti concreti e ragionevoli in termini
finanziari.

Il problema della inversione della curva dei rendimenti si pone in
questi termini: scelto un modello short rate (dipendente da alcuni parametri)
e osservato sul mercato il tasso a breve r*(0), si ottiene secondo il modello
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il valore B(0,T) (per ogni 0 < T < T*). B possibile calibrare i parametri in
modo da avere, per ogni T, B(0,7) = B*(0,T") (dove B*(0,T) ¢ il valore del
bond osservato sul mercato)?

Per i modelli dipendenti da due-tre costanti (come Vasicek o C.I.R.) la
risposta ¢ negativa. Per questo sono stati introdotti dei modelli nei qua-
li un parametro ¢ in realta una funzione, in modo da consentire la piena
calibrazione dei modello ai dati osservati.

Esempio 4.5.1 (Modello di Ho-Lee).

Sinteticamente il modello si scrive dr(t) = 0(t) dt + o dW; : & un modello
molto semplice ma che consente l'inversione della curva dei rendimenti. Le
equazioni della A.T.S. sono

b(t, T) = —1 ai(t,T) =0(t)b(t,T) — b (t,T)
b(T,T)=0 a(T,T)=0
con soluzione b(t,T) = (T'—1t) e ft T)ds+ % t)s :
Per ottenere l'inversione della curva si deve avere

a(0,T) — b0, T) r*(0) = log B*(0,T)
o anche
ar(0,T) = br(0,T) r*(0) = —f*(0,T)
Proseguendo coi conti — [, 0(s)ds + 2L — *(0,0) = —f*(0,T), ciod
Jo 0(s)ds = £*(0,T) + 2L — f+(0,0)

Naturalmente si puo ottenere la funzione 0() (a patto che T'— f*(0,7T) sia
assolutamente continua).

Esempio 4.5.2 (Modello di Hull-White).

Sinteticamente il modello si scrive dr(t) = (0(t) — ar)dt + o dW;: le
equazioni della A.T.S. sono
b(t,T) =ab(t,T)—1 ai(t,T)=0(t)b(t, T) — b (t,T)
b(T,T)=0 a(T,T) =0
e la loro soluzione ¢ data da
b(t, T)=1(1—e ™) o at,T)= [ (Z0(s,T) —0(s)b(s,T)) ds.
Secondo il modello

£(0,T) =br(0,T)r*(0) — ar(0,T) =

=7*(0)e T + fOT e T=9)0(s) ds — ‘7722 (1 — e_“T)2
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0,7). Un

Vogliamo fare in modo che valga l'eguaglianza f(0,7) = f*(
— g(T), dove

modo di risolvere questo problema ¢ porre f*(0,7) = x(7T)

g(T) = %(1 - e’“T)2 , e z(t) & soluzione dell’equazione

2(t) = —ax(t) +0(t)
2(0) = r*(0)
Allora (T) = 2/(T) + ax(T) = f3(0,T) + ¢ (T) + ax(T) = f3(0,T) —
g(T)+a(f(0,T) - g(T)).
Come si vede, dunque, il problema ha soluzione a patto che abbia senso

scrivere f5.(0,7), cioe che il prezzo del bond osservato sul mercato B*(0,7)
sia derivabile due volte.

Nella pratica, siccome sono noti i prezzi dei bond per un numero mol-
to alto (ma finito) di scadenze, e per gli altri valori di T si deve fare una
interpolazione, bisogna scegliere una interpolazione che sia di classe C? .

4.6 Modelli di deformazione della curva dei
tassi

Consideriamo adesso un modello basato sul forward rate, cioe un modello nel
quale il punto di partenza ¢ f(t,T) che verifica, sotto una certa probabilita
P, 'equazione

df (¢, T) = a(t, T)dt + o(t, T) dW,

Questa volta il processo di Wiener puo essere d-dimensionale (in alcune esten-
sioni addirittura infinito-dimensionale); per semplicita di notazioni noi lo
consideriamo a valori reali ma tutti i risultati rimangono validi se o(¢,7)
e W, sono a valori in IR? (naturalmente bisogna sostituire i prodotti con i
prodotti scalari).

Su a e o facciamo le seguenti ipotesi: sono definite su €2 x [0, 7] x [0, T
e misurabili rispetto alla o-algebra prodotto P @ B([0,7*]) (dove P & la
o-algebra su Q x [0,7*] dei processi progressivamente misurabili). 11 caso
piu semplice ¢ quando, fissato T, (w,t) — a(w,t,T) ¢ adattato e (¢,7) —
aw,t,T) & continuo (e analogamente per o ): negli esempi rientreremo quasi
sempre in questo caso.

Per dare un senso agli integrali che useremo occorre anche supporre che
si abbia

T* s T* s
/ ds/ la(t, s)| dt < 400 q.c. / ds/ o(t,s)*dt < 400 q.c.
0 0 0 0
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Nelle dimostrazioni che seguono faremo uso senza problemi di un teorema
di Fubini stocastico, cioe della possibilita di invertire I’ordine di integrazione

/OT</OTH(w,t,s)ds>th:/0T(/OTH(w,t,S)th>dS

Nell’appendice preciseremo meglio sotto quali ipotesi si puo applicare questo

risultato.
Come abbiamo visto, noto f(¢,T") si puo ricavare il bond dalla formula

B(t,T)=e" J 19 ds 1] rigultato principale ¢ il seguente:

Teorema 4.6.1 (Heath-Jarrow-Morton). Il processo stocastico B(t,T) =

BT) o tingal I o T ! ! I li
B~ € una martingala, qualunque sia 1", se e solo se vale q.c. ['equaglianza

T
alt,T) = a(t,T)./ o(t,s)ds
t
Dimostrazione. Partiamo dalla formula B(t,T) = e~ T rte)ds — oX , dove

X, = /t (= f(s,8) + f(s,5) — f(t, ) ds =

T T T

:—/ ds+/ ausduds+/ (/aude ds:

t t t

T T T T T
:—/ ds+/ ausdsdu+/ (/ausdde

t

T t T
:X0+/ ds—/(/&usds)du—/(/ausds)dwu
0 0 0

Si ha pertanto

dX; = (r(t) - /tToz(t,s) ds) dt — (/tTU(t, s) ds) dW;

e quindi d[X], = (ft t, )2 dt. Ne segue

dB(t,T) = e™ (dX; + % d[X];) =

= B(t,T) [(r(t) - /tTOz(t, s)ds + %(/tT o(t,s) ds)z) dt + ... th]

Affinché B (t,T) sia una martingala, il termine ( ) davanti a d¢ deve essere

eguale a r(t), cioe (— ft (t,s)ds + = (ft tsds) = 0 per ogni T, e
derivando si ottiene proprio I’ eguaghanza cercata. O
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Poiché, passando ad una probabilita equivalente, W; + fot v(s)ds & un
processo di Wiener (dove 7(t) € un opportuno processo progressivamente
misurabile), si ottiene immediatamente il seguente corollario

Corollario 4.6.2. Dato f(t,T) che soddisfa l'equazione
df(t,T) = a(t,T) dt + o(t, T) dW,

sotto una probabilita P, esiste una probabilita equivalente che rende ogni
B(t,T) una martingala se e solo se esiste un processo (t) progressivamente
misurabile tale che valga [’equaglianza

alt,T) = cr(t,T)./t o(t,s)ds+~(t).o(t,T)

Come si e visto la dimostrazione ¢ immediata (naturalmente (¢) non puo
essere qualsiasi ma deve verificare le condizioni per poter applicare il teorema
di Girsanov).

Il principio di modellizzazione (direttamente sotto la probabilita mar-
tingala) nei modelli basati sul tasso forward e pertanto il seguente:

e si sceglie la superficie della volatilita o(t,T)

e sipone f(t,T) = f*(O,T)—i—fOt a(s,T) ds—l—fot o(s, T)dW; (dove f*(0,T)

e il valore osservato sul mercato)
e di conseguenza B(t,T) = e~ fi J(ts)ds

Notiamo che il problema della inversione della curva dei rendimenti € auto-
maticamente risolto.

Esempio 4.6.3. H.J.M. hanno analizzato questo esempio: a dimensione 2, la
scelta della superficie di volatilita e o(t,T) = (01 , 09 e‘A(T_t)) dove o1, 09, A
sono opportune costanti positive.

I tre autori hanno argomentato che, scegliendo opportunamente le tre
costanti, si ottiene una buona calibrazione sui prezzi osservati sul mercato.

Osservazione 4.6.4. E importante insistere sul fatto che la modellizzazione
di H.J.M. non e un modello particolare, ma un modo di vedere la modellizza-
zione dei tassi d’interesse: ad esempio tutti i modelli basati sui tassi a breve
che consentono ['inversione della curva dei rendimenti possono essere visti
come modelli tipo H.J.M. La differenza ¢ che anziché partire dall’equazione
di r(t) si parte dall’equazione di f(¢,T).
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Ad esempio per un modello dotato di A.T.S. e quindi della forma B(t,T) =
exp (a(t,T) — b(t,T)r(t)), si ha f(t,T) = —ar(t,T) + br(t, T)r(t) e di
conseguenza ’equazione soddisfatta da f(¢,7T) diventa

df(t,T) = (...)dt +br(t,T) o(t,r(t)) dW,

Non & stato fatto il calcolo del termine «(t,T") perché (sotto la probabi-
lita martingala) segue dal teorema 4.6.1, mentre (con le notazioni di questo
paragrafo) si ha o(¢t,T) = bp(t,T) o(t, r(t)).

I modelli basati sul tasso forward sono genuinamente d-dimensionali ed
in alcune estensioni addirittura infinito-dimensionali: questa caratteristica
infinito-dimensionale e stata ulteriormente messa in evidenza dalla parame-
trizzazione di Musiela.

Musiela ha chiamato D(t,z) = B(t,t + x) e r(t,x) = f(t,t + x) dove
x > 0: per usare le sue parole ha sostituito il time of maturity con il time to
maturity. Guardiamo ’evoluzione di r(.,.) :

r(t+At x)—r(t,x) = f(t+AL t+At+x)— f(t+AL t+x)+ f (E+AL t+x)— f (¢ t+x) =

A g—;(t + At +2) AL+ ot + At t+ )AL+ o(t + AL, t + 2) (Wigpae — Wh)

e si arriva pertanto all’equazione
dr(t,.) = (alt,.) + Dr(t,.)) dt + o(t,.) dW,

dove r(t,.) € a valori in un opportuno spazio di funzioni e D ¢ l'operatore di
derivazione. Si tratta quindi di una equazione differenziale stocastica infinito-
dimensionale.

Questo ha portato a sviluppi matematici interessanti che pero non hanno
trovato un efficiente riscontro nelle applicazioni.

4.7 Uso del cambio di numerario nei tassi
d’interesse

Consideriamo assegnato un modello per i tassi d’interesse e supponiamo di
essere gia sotto la probabilita martingala, immaginiamo cioe che sotto P ogni

B(t, T)o<i<r sia una martingala.
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Fissato un tempo T', possiamo prendere come numerario B(t,T) e chia-
miamo P7 la probabilitd corrispondente (¢ chiamata T-forward measure ) la

cui densita rispetto a P e Bf_(g(’g)ﬂ e piu in generale
dPT B(t,T)

dP |7, ~ B,.B(0,T)

Bisogna fare attenzione a un particolare: il processo B(t,T') & definito fino

al tempo T e quindi la densita sopra scritta ¢ Fp misurabile e la formula per

apP”

I (come & scritta sopra) & vera per t < T'. Indichiamo inoltre con ET
_F

la speranza fatta rispetto alla probabilita P7 .
Pit in generale, scelti due tempi 77 e T3, si ha
dP™2
dPT

B(t,T;) B(0,T1)
— . t<Tiy NT:
5 BT BO,T,) =0

Sotto la probabilita P, B(t,T) soddisfa una equazione della forma
dB(t,T) = B(t,T) [r(t)dt + S(t,T) dW,] , e con facili calcoli si trova che

d(gg%) = (gg%;) (- )de+ (S T2) - St T1)) AW

Non e calcolato il termine davanti a dt perché cambia al variare della probabi-
litd equivalente, e ad esempio ¢ eguale a 0 con la probabilitd Pt ; indichiamo
o(t,T1,Tz) = (S(t,T») — S(¢,T1)) e osserviamo che, se W; & d-dimensionale,
si ha

o(t, Ty, Ty) . dW, = ||o(t, T1, Tz)|| . dW;'

dove W e un processo di Wiener a una dimensione. Notiamo anche che,
se Ha(t,Tl,Tg)H ¢ deterministico, ci troviamo di fronte a un modello log-
normale.

Esempio 4.7.1. Riprendiamo l’esempio di una opzione “call” al tempo S
su un bond di scadenza successiva 1T', con prezzo strike K.

Il prezzo di non arbitraggio al tempo ¢ e dato da

(B(SvT) -
Bs

C’t:Bt.E[ IN )Ft} = B(t,S).E°[ (B(S,T) —K)+\ft}

Sia A = {B(S, T) > K} = {% > K}; ripetendo sostanzialmente i

passaggi gia fatti nella sezione 3.7 si trova

Cy = B(t,S)E*[B(S,T) I+ | F] — K B(t, S) E*[ 14| ] =
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:B<t,T)ET[]A|Ft] K B(t,S)E® [IA‘}—J

Nel fare i conti interessa solo la dinamica di ( )0 << che abbiamo visto
essere “.7) .7
B(t,T B(t,T
d( i ):( i )[...dt t.5.T)d }
B(t,S) B(t,S) (- )dt+o(t,5,7) AWV,

Se ||o(t,S,T)|| ¢ deterministica, ci troviamo di fronte un modello lognormale
e si arriva a formule tipo Black-Scholes, piu precisamente

log (Bl?t(fg? JE= 355 7(t)

X5 (t)

Ct = B(th) (I)(dl) - KB<t7 S) q)(dZ) d1,2 -

dove X% (1) L lo(s, S, T)||*ds. Ma soprattutto (sempre se ||o(t,S,T)||
e determlnlstlca) si ottiene un portafoglio di copertura basato sui due attivi
B(t,S) e B(t,T) (e questo ¢ finanziariamente significativo).

Esempio 4.7.2. Modelli basati sul tasso a breve dotati di A.T.S.

Partiamo da una equazione della forma

dr(t) = (a(t)r(t) + B(t) ) dt + /7(t) (t) + 6(t) dW,

e sappiamo che si ha B(t,T) = exp (a(t,T) — b(t,T)r(t) ) .

(1) = (s ) [ bte D009 VA0 50 aw

Pertanto o(t,S,T) = (b(t,T)—b(t,S))\/7(t)r(t) +(t) ; notiamo che nei
modelli di Vasicek e di Ho-Lee arriviamo ad un modello log-normale, mentre
questo non e vero con il modello C.I.R. Tuttavia non e difficile verificare che
nel modello C.I.R. arriviamo comunque a un modello completo.

Esempio 4.7.3. Modelli tipo H.J.M.

Abbiamo visto che, se df(¢t,T) = a(t,T)dt + o(t, T) dW;, si ha
——ft (t,s)ds e quindi o(¢,S,T) = fTa(t,s)ds.

In questo caso pertanto

E%T —/ H/ suduH ds
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4.8 Modelli basati sul tasso LIBOR

Prima di introdurre i modelli basati sul tasso LIBOR, introduciamo la famosa
formula Black-76.

Cominciamo con alcune notazioni, che saranno mantenute per tutto que-
sto paragrafo: fissiamo dei tempi 0 < Ty < T} < --- < Ty, chiamiamo
Bz(t) = B(t,ﬂ) s Lz(t) = L(t,ﬂ_l,ﬂ) e sia infine Q,; = E — E—l .

Bi_1(t)
B;(t)
le a; . (L(T;-1, T,-)—R)Jr (alla data T;): la formula Black-76 per la valutazione

al tempo t < T;_; del caplet +-mo e la seguente

Sappiamo che o; L;(t) = —1. 11 “caplet” sull'intervallo | T;_4, T;] va-

Capl (t) = a; By(t) [Li(t)®(d1) — R ®(do)]

L;

log (%) + JoX(T; — 1)
0; ﬂ —1

volatilita implicite di Black e possono essere di due tipi:

dove d; 5 = . I numeri oq,...,0yx sono chiamati le

e Volatilita spot: sono scelti in modo tale che Capl?"(0) = Capl’(0,7;)
e Volatilita flat: sono scelti in modo tale che Capj'(0) = Zle Capl? (0, 07)

Spieghiamo meglio quanto scritto: i termini Capl;"(0) e Capj'(0) sono rispet-
tivamente i prezzi dei caplet e dei cap osservati sul mercato. Nel primo caso
si valuta separatamente ogni o;, nel secondo si ha o] = --- = o} e si fa in
modo che coincidano le formule per il cap al tempo T}, .

La dimostrazione che Black ha dato di questa formula non era molto
rigorosa, e ad essere precisi la formula non e esatta, almeno negli esempi
piu significativi del paragrafo precedente. Infatti questa formula fa pensare

che L;(t) sia log-normale ma negli esempi precedenti Bg(lt()t) era lognormale e

quindi non lo puo essere L;(t) .

Nonostante questo la formula e stata ampiamente usata dai “practitio-
ners” rivelandosi efficace; solo vent’anni piu tardi Brace, Gatarek e Musiela
hanno costruito un modello che la rende valida, perd con una modifica (pic-
cola dal punto di vista pratico ma importante dal punto di vista teorico). Il
principio del loro articolo e costruire una modellizzazione partendo proprio
dai tassi LIBOR, cioe da entita direttamente osservabili sul mercato; I'arti-
colo € molto tecnico e qui ci limitiamo a esporne una versione semplificata a
tempi discreti.

Partiamo da uno spazio di probabilita sul quale e costruita una filtrazione
(Fi)o<t<Ty generata da un processo di Wiener d-dimensionale (i tempi 0 <
To < -+ < Ty sono come sopra).
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Definizione 4.8.1 (Modello di mercato LIBOR (a tempi discreti)).
Si chiama modello di mercato LIBOR una famiglia di N processi adattati
L;(t)o<t<T, con queste proprieta:

e csiste una probabilith PV ed un processo di Wiener W/ tale che

dLy(t) = Ly(t) on(t) dWN

Bi(t)
By (t)

e inoltre, per ogni i < N, ¢ una PY-martingala

e presa la probabilita P? definita dalla formula

dP'|  B;(t) Bn(0)
dPN 17 By(t) B;(0)

e detto W/ il processo di Wiener corrispondente, il processo L;(t)
soddisfa I’equazione

Diamo una dimostrazione dell’esistenza: quando i tempi Tp,..., Ty
sono finiti, la costruzione & abbastanza semplice e si fa per induzione al-
I'indietro. Piu precisamente, costruiamo Ly(t), Ly_1(t),. .., L1(t) sotto la
probabilita P ponendo:

dLN(t) == LN(t) UN(t) thN

dLi(t) = Li(t) [ it Lia(t), ..., Ly (1)) dt + 0(t) thN}
dove le funzioni pn_1(.), un—2(.),... sono da determinare.

Definiamo ricorsivamente (dopo aver posto a; = BBj(l%) )

dp?
dPi+1

_ Bi(t) Bin(0)
Fi B Bz’+1(t) . Bi(o)

= a1 (1 + i1 Lin(t)) =T

Controlliamo P'equazione soddisfatta da T :

A} = appr i1 Liga (1) 034 (8) AW/ =

B;(t) ;
= az‘+1(Bi+1(t) B 1)0i+1(t) AWt =
a1, Bi(t) i1
_ i Gt 1oy (B AW =
"I (Bi+1(t) Joua(t) AW,

i Qg1 L ()

= 0; t dWiJrl
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Di conseguenza

i1 Liya ()
1+ a1 Liga(t)

thi = thiJrl — O-Z'Jrl(t) dt =

N

Ly (t)
—awy; = S SEEERY g)de
¢ k—z:i—i-l 1+ . Lk<t)
Si pone allora
Q. Lk (t)

N
dLi = Lioy(t) dW! = Li ( - kz
=it

TraL® (1) os(t) dt + o4 (t) thN)

e in questo modo & determinato y; (¢, Liy1(t), ..., Ln(t)).

Guardiamo separatamente ogni L;(¢) prendendo come numerario B;(t):
Capl,(t) = o Bi(t) BT [(Ly(T;-1)) —R)Jr‘}"t} , e si ottiene pertanto la formula

Caply(t) = a; Bi(t) [Li(t)®(dy) — R ®(dy)]

log (1) £ 132(+,7; )

212 (t, Ti—l)
E evidente la somiglianza con la formula Black-76, ma & importante (alme-
no dal punto di vista teorico) la differenza: in questa nuova formula appare
chiaro che, anche se la liquidazione avviene al tempo T;, il modello (cioe
I'incertezza) termina al tempo T;_;: € infatti in quel momento che viene
determinato il tasso d’interesse.
Nella applicazione pratica di queste formule si procede in questo modo:

con d » = ,dove T2(t, Tiy) = [, [los(s)||* ds

e si parte dalle volatilita implicite di Black (prendiamo ad esempio le
volatilita spot)

e si scelgono le funzioni oy(t), o9(t),... in modo che valga 1’eguaglianza
oIy = fy " lloa(s)lI*ds.

Una costruzione simile puo essere fatta per modelli basati sui tassi Swap,
si trova pero che i due modelli sono incompatibili: piu precisamente se i tassi
LIBOR sono log-normali non possono esserlo i tassi Swap e viceversa. Que-
sta ¢ una ulteriore dimostrazione del fatto che i modelli finanziari non sono
mai universali: sono sempre modelli ridotti, cioe limitati ad un particolare
problema.
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Esempio 4.8.2 (Il mercato dei mutui immobiliari).

Questo enorme mercato (la cui crisi e stata la miccia che ha fatto esplodere
la crisi globale iniziata nel 2008) & legato ai tassi LIBOR su ogni mese: se
si vuole pertanto modellizzare la situazione nei prossimi 10 anni si devono
considerare 120 processi L;(t) (i tassi LIBOR sui successivi 120 mesi) e non
un continuo di attivi come avviene ad esempio con la modellizzazione H.J.M.

Quando si chiede un mutuo, poniamo decennale, su un immobile, solita-
mente la Banca offre la scelta tra un tasso fisso ed uno variabile (tipicamente
il tasso Euribor piu una differenza chiamata spread): offre in sostanza uno
Swap. 11 tasso d’interesse € noto ad inizio mese (il tasso Euribor sul mese
successivo) ma il pagamento avviene a fine mese.

Vediamo come si calcola la rata di un mutuo: supponiamo di dover rim-
borsare un capitale C' in n rate di importo eguale D, e sia r il tasso d’interesse
sul periodo. Attualizzando tutti i pagamenti all’istante iniziale si ottiene

- D
C:Z—
= (L)

(lasciamo completare i facili conti). Se il tasso d’interesse ¢ variabile mese
per mese (come con i mutui a tasso indicizzato), se mancano m rate ed
il capitale ancora da rimborsare e C , la rata successiva si calcola come se
dovessero essere tutte eguali fino all’estinzione.

4.9 Conclusioni e estensioni

I modelli basati sul tasso a breve sono stati i primi ad essere utilizzati, e
continuano ad essere i piu usati dai practitioners, soprattutto per la loro
semplicita di calcolo. Sono pero dei modelli piuttosto limitati e il fatto che si
possa scrivere B(t,T) = FT(t,r(t)) indica che I'unica variabile significativa ¢
il tasso a breve e questo e fortemente limitante (e chiaramente non realistico
in un momento nel quale ci sia un disallineamento tra i tassi a breve e quelli
a lungo termine).

Alcune proprieta dei modelli che qualche anno fa sembravano importanti
si sono rivelate non piu realistiche con la mutata situazione economica: tale
e ad esempio la proprieta di mean reversion. In termini intuitivi questa
indica una forma di convergenza asintotica dei tassi pur con ampie oscillazioni
casuali: questo ¢ sembrato realistico ad esempio quando ¢ stato adottato
I’Euro. In una situazione di libero scambio all’interno dell’Europa e sembrato
ragionevole immaginare che i tassi tra diversi paesi tendessero ad uniformarsi
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... le vicende del divario (spread) tra i Bond tedeschi ed i Bond di paesi in
difficolta economica mostra quanto questa ipotesi fosse poco realistica.
Inoltre sempre piu appare non significativo andare alla ricerca di risultati
asintotici: non e prevedibile quale sara la situazione politica in Europa tra
due-tre anni e quali scossoni ci potranno essere nei mercati finanziari. 1
modelli finanziari sono significativi solo con un orizzonte temporale limitato.

Un’altra proprieta generale che sembrava fondamentale nella modellizza-
zione era garantire che gli interessi siano sempre positivi (anche per questo
motivo il modello C.I.R. & stato per tanti anni il pitt usato); ma da un paio
d’anni, con una situazione economica di stagnazione, ¢ comparso 'imprevisto
fenomeno degli interessi negativi sui titoli di breve durata. Il modello C.I.R.
non ¢ adeguato a contemplare questo fenomeno.

Il modelli basati sul tasso forward sono chiaramente molto piu elastici e
significativi dal punto di vista matematico, e la parametrizzazione di Mu-
siela ha messo maggiormente in risalto il carattere infinito-dimensionale dei
modelli per i tassi; di fronte pero a situazioni di calcolo concrete questa ricca
modellizzazione non sempre si ¢ dimostrata efficiente.

Probabilmente sono piu adatti i modellt di mercato, cioe modelli basati
su attivi direttamente osservabili come i tassi LIBOR o i tassi Swap. Il loro
uso non e ancora ben consolidato, inoltre la costruzione di questi modelli non
per un numero finito di scadenze (come abbiamo visto in questo capitolo) ma
per un continuo di scadenze ¢ matematicamente decisamente complessa.

Ma ci sono altre estensioni, per ora ancora in costruzione, ma di grande
importanza.

Una prima estensione riguarda i modelli per i tassi emessi da enti che
possono fallire (defaultable Bonds): quando la societa che li emette ¢ fragile
finanziariamente deve dare un interesse maggiore per compensare il rischio
di mancato pagamento alla fine. Ad esempio la Parmalat, nei primi anni
del 2000, emetteva Bond che fruttavano un interesse del 6% quando a livello
internazionale i Bond sicuri mai superavano il 2%: sembrava un ottimo af-
fare, ma poi nel 2003 da un giorno all’altro questi Bond sono diventati carta
straccia. Qualcosa di simile ¢ accaduto nel 2001 con i titoli di stato argentini
(i cosiddetti “tango bonds”).

I modelli per i “defaultable bonds” cercano di misurare quanto dovrebbe
essere piu alto 'interesse rilasciato da titoli rischiosi per compensare questo
rischio.
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Un’altra estensione (anche questa in fase di rodaggio, ma di sicuro inte-
resse) riguarda i cosiddetti modelli multicurve: si ritiene cioé non realistico
modellizzare una sola curva dei tassi, ma opportuno dare modellizzazioni
separate per attivi finanziari di carattere diverso.

Spieghiamoci con un esempio: i tassi Euribor, come dicevo, sono pubblica-
ti giorno per giorno (risultato dei dati di alcune Banche ritenute significative)
e riguardano il periodo da una settimana ad un anno. Ma tra Banche e so-
cieta finanziarie e usuale scambiarsi denaro per tempi brevissimi, addirittura
una notte ( “tassi overnight”), ad esempio per chiudere i conti alla fine della
giornata.

A questo proposito ha acquistato sempre piu peso il tasso EONIA (Euro
Over Night Interest Average), una media ponderata dei tassi sui prestiti
overnight. Fino a poco fa i tassi EONIA erano assimilati ai tassi Euribor
a una settimana, ma adesso si e presentata una diminuzione abbastanza
significativa: la spiegazione economica probabilmente risiede nel fatto che
anche le grosse Banche falliscono, come si e visto e come sembrava impossibile
fino alla crisi del 2008 (esplosa proprio con il fallimento di Lehman Brothers;
in realta non e stato il fallimento di L.B. che ha provocato la crisi, ma quando
L.B. ¢ fallita & risultata evidente la serieta della crisi).

Quindi anche negli scambi di denaro tra Banche c¢’e un rischio, rischio che
sembra molto inferiore “overnight”: questo spiega perché il tasso EONIA si
e disallineato rispetto al tasso Euribor piu breve e ne indica 'opportunita di
una modellizzazione separata.

4.10 Appendice

4.10.1 Sul modello C.I1.R.

Come si era detto, il modello C.I.R. & basato sullo studio approfondito di
alcuni processi di diffusione effettuato da Feller; noi ci limitiamo al minimo
di conti indispensabili per giustificare la regola ab > %2 :

Sia p(t,x) continua e uniformemente lipschitziana rispetto ad z, e consi-
deriamo l’equazione

dXt = ,u(t, Xt) dt + o Xt th
Xo=29>0 X(w,t)>0
Fissiamo 0 < € < zy e consideriamo una funzione g.(z) che sia eguale a

o+/T per x > ¢, sia eguale a 0 per z < 0 e sia globalmente di classe C.
L’equazione
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{de = u(t, X5) dt + g (X7) AW,

XS =X
tt la soluzi tutto IR*
ammette una e una sola soluzione su tutto .
Prendiamo allora una successione g > &1 > e5... con g, | 0 e sia
n __ £
XP =X,

Definiamo poi i tempi d’arresto 7,(w) = inf {s > 0| X"*!(w,s) < e, } .
Un fatto fondamentale (che si verifica facilmente) e I'eguaglianza dei processi
arrestati Xg\tl Xinr, > € posto 7 = lim,, ;o 7y, , questo permette di costruire
la soluzione X; pero su [0, 7[= {(w,s)|s < 7(w) }.

Arriviamo adesso al modello C.I.R. {dXt = a(b - Xy) dt + o VX, W,

Xo=x29>0
Consideriamo la funzione f(z f1 e Yy £l dy e notiamo che f ¢ soluzione
dell’equazione 7 x f"(z) + a(b —x)f'(xz) = 0; inoltre si ha
reale ab < "—2

2
2
—00 ab>%

Consideriamo i tempi d’arresto 7.(w) = inf {s > 0| X(w,s) < e} e Ty (w) =
1nf{s>O‘Xw s) >M} esia o =T AT
Applicando la formula di Ito si trova

F(Xinr ) = fl@) + [377M f1(X,) 0 VX, AW,

Poiché f(.) ¢ limitata tra ¢ e M e /X, ¢ inferiormente limitata, se ne
deduce E[t A 7. ] < C (la costante C' indipendente da t), e quindi al limite
E[7. v] < C cioe 7.y < +00 q.c.

Prendendo la speranza, si ottiene

J(0) = lim, 04 f(z) =

f(x) = fe) Pime <7u} + (M) P{7. > 7}

Notiamo inoltre che, se 7(w) = 400, si ha limy;_,00 Tar (W) = +00.

Supponiamo ab > § : poiché lim. o, f(g) = —oco ne segue l'eguaglianza
P{7. < 7;} = 0 e al limite P{7 < 7/} = 0 e di conseguenza 7 = +0o0 q.c.

Supponiamo viceversa ab < %2 . questa volta si sfrutta limy, . f(M) =
+o0 e da qui segue limy;_,oo P{7 > 73y} = 0 ossia 7 < +00 q.c.

4.10.2 Sul teorema di Fubini stocastico

Il teorema tipo Fubini stocastico, cioe la possibilita di scambiare 'ordine di
integrazione tra integrale stocastico e integrale ordinario, in tutta generalita
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¢ un risultato delicato, ma per lo scopo di questo corso e sufficiente una ver-
sione ridotta della quale tratteggiamo le linee della dimostrazione (lasciando
i dettagli per esercizio).

Sul processo H facciamo queste ipotes: semplificatrici, sufficienti pero a
coprire la dimostrazione del teorema 4.6.1: H ¢ definito su Q x [0,7] x [0, T
ed e tale che, fissati (¢, s), w — H(w,t,s) & F, misurabile e, fissato w, (¢, s) —
H(w,t,s) e continuo.

Supponiamo inoltre che si abbia E[fOTfOT H2(t,s)dtds| < +oo.

Il primo passo e provare le diseguaglianze

/OTEH/OTH(@S)thHdSS/OT (E[/OTH2(t,S)dS]>1/2d3§
S\/E[/OT/OTH%t,s)dtds}

e questo prova che ha senso 'integrale fOT ( fo (t,s th> ds.

Come secondo passo, prendendo una suddivisione 0 = tg < t; < -+ <
ty =T e evidente 'eguaglianza

T N-1

/0 (Z H(ti,s) (Wi, — Wy, > Nz_:l / H(t;, s)ds) (W, — Wy)

e a questo punto e facile andare al limite ed ottenere 'eguaglianza

/OT</OTH(t,s)th>ds:/0T(/OTH(t,s)dzs)th

Senza particolari difficolta si estende questo risultato al caso in sui si abbia
fonoT H?(t,s)dtds < +oo q.c.



Capitolo 5

Teoria delle misure di rischio.

5.1 Introduzione alle misure di rischio: il VaR

Partiamo da uno spazio di probabilita (Q,]—" , P), chiamato scenario, che
rappresenta la situazione economica in una data futura; le variabili alea-
torie X : 2 — IR sono chiamate posizioni. Lo scopo delle misure di ri-
schio ¢ valutare il rischio di una posizione (nella pratica, di un portafoglio di
investimento).

Ricordiamo la definizione di quantile di una v.a. : preso 0 < p < 1, si
chiama p-quantile della v.a.r. X il numero g,(X) = inf {¢ : P{X <t} >p}.

Definizione 5.1.1 (Value at Risk). Preso 0 < a < 1 si definisce
VaR,(X) = —qa(X)

Solitamente si prende a = 0,01 : dicendo VaRyp = 1.000.000 si intende
che e stato stimato, con metodi statistici, che con probabilita 0,01 la eventuale
perdita supera 1.000.000 €, e quindi con un capitale ulteriore di 1.000.000
€ si puo essere al sicuro (al 99% di probabilita). Una posizione X e detta
accettabile se VaR(X) <0, e poiché VaR(X + ) = VaR(X) — (3, si ottiene
I'eguaglianza

VaR,(X) =inf {# € R| (X + )¢ accettabile}
Tale inf in realta ¢ un minimo. Vediamo quali sono le proprieta del VaR:
1) X >0=VaR,(X) <0
2) se A\ >0, VaR(AX) = AVaR(X)
3) VaR(X + k) =VaR(X) — k

65
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Inolte il VaR ha il grande pregio di essere definito per tutte le varia-
bili aleatorie. Ha pero un grave difetto: non e subadditivo e quindi non
spinge alla diversificazione, mentre ¢ ben noto che la diversificazione degli
investimenti e una fonte di diminuzione del rischio.

Prendiamo ’esempio di una banca che ha fornito un prestito di 100.000 €
a un cliente che ha probabilita 0,8 % di fallire: se X rappresenta la posizione
di questa banca, il suo VaRyp ¢ 0. Consideriamo invece un’altra banca
che ha fornito due prestiti da 50.000 € a due clienti che hanno ciascuno
probabilita 0,8 % di fallire indipendentemente uno dall’altro: questa seconda
posizione ¢ evidentemente meno rischiosa ma il suo VaR ¢ di 50.000 €.

Questa osservazione ha spinto a introdurre una teoria delle misure coe-
renti di rischio definite su un opportuno spazio di variabili aleatorie: siccome
& necessario lavorare con diverse probabilita (equivalenti o almeno assoluta-
mente continue rispetto alla probabilita di riferimento P ), occorrono spazi di
variabili aleatorie che non cambino passando ad una probabilita equivalente.

Questi sono essenzialmente due: L™ (Q, F, P) e L° (Q, F, P) (quest’ulti-
mo e lo spazio delle classi di equivalenza di tutte le v.a. munito della con-
vergenza in probabilitd). Vedremo che considerare I'intero spazio L° pone
grosse difficolta.

5.2 Teoria assiomatica delle misure di rischio

Supponiamo assegnato lo scenario (Q, F, P) e indichiamo Q = {Q << P} :
notiamo che Q si pud identificare con {g € L} | [gdP =1}, dove con L}
si intendono le funzioni di L' a valori positivi. Bisogna inoltre supporre per
ipotesi che lo spazio L' sia separabile (questo ¢ verificato se la o-algebra F
¢ numerabilmente generata e quindi praticamente in tutti gli esempi noti).

Definizione 5.2.1 (Misura coerente di rischio). Si chiama misura coe-
rente di rischio una funzione p : L> — IR con le seguenti proprieta:

1) X >0=p(X)<0

2) p(X +k)=p(X)—k

3) se A >0, p(AX) = Ap(X)
4) p(X +Y) < p(X) +p(Y)

Notiamo che le proprieta 3) e 4) implicano che la funzione p sia convessa,
inoltre la proprieta 1) puo essere sostituita dalle seguente:
X>Y = pX) <pY).
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In seguito alla definizione precedente se ne e affiancata un’altra, che la
generalizza:

Definizione 5.2.2 (Misura convessa di rischio). Si chiama misura con-
vessa di rischio una funzione p* : L> — IR con le seguenti proprieta:

1) X >V = (X) < (V)
2) pr(X +k)=p"(X)—k
3) p* & convessa

Osserviamo che per le misure coerenti si ha sempre p(0) = 0 mentre non
¢ detto che valga p*(0) = 0. Indichiamo inoltre con A (rispettivamente A*)
I'insieme di accettazione, cioe I'insieme {X | p(X) < 0}: notiamo che si ha
p(X) = inf {5 € IR‘ (X +p) € A} (e analoga proprieta per p*).

Notiamo infine che A* ¢ un sottinsieme convesso di L™, mentre A ¢
un cono convesso di L contenente LS (cono significa che se X € Aete
positivo, allora tX € A).

Proposizione 5.2.3 (Proprieta di Fatou). Sono equivalenti le due pro-
prieta sequenti:

a) [ Xnlloo €C, Xp 35 X = p*(X) < liminf, p*(X,)

b) [[Xallw <C, Xyl X = p*(X0) 1T p7(X)

Quando queste proprieta sono soddisfatte, si dice che p* ha la proprieta di
Fatou.

Dimostrazione. a) = b): poiché p*(X,,) ¢ crescente rispetto ad n, p*(X,) T
b < p*(X), ma poiché p*(X) < liminf, p*(X,) si ha I'eguaglianza.

b) = a): X = lim, X,, = limsup,, X,, = inf, (sup;~,, Xx) = inf,, Z,, (dove
Zp = SUPp>, X ). Di conseguenza -

pr(X) = sup p(Z,) < sup inf p*(Xy)
0

Osservazione 5.2.4. Se la misura di rischio ¢ coerente, ¢ piu forte delle
precedenti la proprieta seguente

¢) [Xnllo £C, X, T X = p(X,) 1 p(X)

Dimostrazione. Supponiamo X, | X e scriviamo X = X, + (X — X,,) e
notiamo che per la ¢) p(X — X,,) | p(0) =0.

Si ha p(X) < p(X — X,,) + p(X,,) < sup,, p(X,,), tuttavia si ha p(X) >
sup,, p(X,) e quindi I'eguaglianza voluta. ]
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Prima di fornire la caratterizzazione delle misure di rischio, richiamiamo
due risultati di analisi funzionale: il primo e riportato ad esempio nel libro
di Brezis ("Functional analysis, Sobolev spaces ...”) come teorema 3.33.

Teorema 5.2.5 (Teorema di Krein-Smulian). Sia E uno spazio di Ba-
nach separabile, e C un sottinsieme convesso del duale E' : C ¢é chiuso per la
topologia o(E', E) se e solo se, per ogni N > 0, indicando con By la palla
di centro origine e raggio N, Cy = C' N By ¢é chiuso (o equivalentemente é
compatto) per la topologia o(E', F).

Ricordiamo che, essendo E separabile, sulle parti limitate di £’ la topo-
logia o(E', E) ¢ metrizzabile. 1l risultato che segue viceversa ¢ molto meno
noto ma rendera particolarmente breve la dimostrazione di un passaggio del
successivo teorema; questo risultato e talvolta attribuito a Grothendieck e ne
viene comunque riportata una dimostrazione in Appendice.

Lemma 5.2.6. Sia C' un sottinsieme convesso di L>: C é chiuso per la
topologia (L™, L) se e sono se, per ogni N > 0, Cy = CN By ¢ chiuso per
la convergenza in probabilita (o equivalentemente per la convergenza q.c.)

Teorema 5.2.7 (Caratterizzazione delle misure convesse di rischio).
Sia p* una misura convessa di rischio ed A* il relativo insieme di accettazio-
ne, sono equivalenti le sequenti proprieta:

1) p* ha la proprieta di Fatou
2) A* ¢ chiuso per la topologia o(L>°, L')

3) esiste una funzione di penalizzazione a : Q —] — 00, +00| con
infqecp a(Q) € R tale che valga la rappresentazione

p'(X) = sup (E®[-X]-a(Q))

Q<<P

4) nella rappresentazione precedente si puo considerare

amin(Q) = Sup EQ[_X]
XeA*

Dimostrazione. La strategia della dimostrazione consiste nel provare I'equi-
valenza tra 1) e 2) e poi 4) = 3) = 2) = 4). Vediamo, cominciando dalle
piu facili, le successive implicazioni.

4) = 3) ¢ ovvia se si tiene conto del fatto che sicuramente esiste qualche
costante accettabile e di conseguenza a,,;,(Q) €] — 0o, +00] .



5.2. TEORIA ASSIOMATICA DELLE MISURE DI RISCHIO 69

3) = 2) Per il teorema di Krein-Smulian ci si puo limitare a considerare
A*N By : sia dunque una successione (X,,),>1 di v.a. accettabili convergente
ad X per la topologia o(L>, L'). Presa qualunque Q € Q si ha EQ[-X,,] —
a(Q) <0 e al limite E?[—X] — a(Q) < 0 e quindi anche X ¢ accettabile.

1) = 2) ¢ una conseguenza immediata del Lemma 5.2.6 : infatti preso
N > 0, come conseguenza della proprieta di Fatou, A% = A* N By ¢ chiuso
per la convergenza q.c.

2) = 1) Proviamo che ¢ soddisfatta la condizione b) della proposizio-
ne 5.2.3: se infatti non lo fosse, esisterebbe una successione (X,,),>1 con
| Xnllo < C e X, | X pero lim, p*(X,) < p*(X). Possiamo supporre (ag-
giungendo una costante) che si abbia p*(X,,) 1 0: ma allora le X,, sarebbero
accettabili ed il limite non lo sarebbe, contraddicendo la chiusura di A*.

2) = 4) Questa implicazione segue dal teorema di Hahn-Banach su L*
dotato della topologia o(L>, L').

Definiamo i, (Q) = supyc 4 E}[—Y]: poiché X + p*(X) & accettabile,
si ha EQ[—X — p*(X)] < amin(Q) e quindi p*(X) > supg..p (EQ[—X] —

Per provare che la diseguaglianza sopra scritta ¢ in realta una eguaglianza,
¢ sufficiente provare che, se m > supg._p (EQ[—X} — ozmm(Q)) , allora
(X + m) e accettabile.

Supponiamo che non sia vero, e separiamo strettamente il convesso chiuso
A* dal convesso compatto (X +m): esiste cioe Z € L! tale che si abbia

E[Z(X +m)] < inf E[ZY]

Ne segue Z > 0 q.c. (preso infatti A = {Z < 0}, lava. Y =k+ A4 ¢
accettabile per un certo k e per ogni A > 0 e se P(A) fosse strettamente
positiva I'inf a destra diventerebbe —oo ); possiamo allora supporre E[Z] = 1
e considerare la probabilith Q% = Z . P.

Notiamo che infyc 4+ E[ZY] = —amm(QZ ) , e di conseguenza si avrebbe
m —+ EQZ[X] < —amm(QZ) , cloe m < (EQZ[—X] — Qmin (QZ)> , ma, questo
contraddice I'asserto m > supg..p (EQ[—X] - amm(Q)) ) O

Come facile corollario del risultato precedente si ottiene la caratterizza-
zione delle misure coerenti di rischio.

Teorema 5.2.8 (Caratterizzazione delle misure coerenti di rischio).
Sia p una misura coerente di rischio ed A il relativo insieme di accettazione:
sono equivalenti le sequenti proprieta

1) p ha la proprieta di Fatou
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2) A ¢ chiuso per la topologia o(L>®, L')
3) esiste un sottinsieme P C Q tale che valga la rappresentazione

p(X) = sup BQ[-X]
QeP

Dimostrazione. Praticamente non c¢’¢ niente da dimostrare: basta osservare
che, poiché A & un cono, a,;,(Q) puo prendere solo i valori 0 oppure +oo e
quindi porre P = {Q << P ‘ Wmin(Q) =0} ]

Guardiamo meglio questa rappresentazione: prendiamo P C Q e consi-
deriamo la misura di rischio pp(X) = supgep EQ[-X]. X & accettabile se,
per ogni Q € P, si ha EQ[X] >0.

Consideriamo due casi estremi: il primo e quello nel quale P & una so-
la probabilitd Q. In tal caso X & accettabile se EQ[X] > 0: si tratta
evidentemente di una misura di rischio troppo debole.

L’altro caso estremo e quello nel quale si considerano tutte le probabilita
Q << P: in tal caso X ¢ accettabile se si ha X(w) > 0 q.c. e questa &
evidentemente una misura di rischio troppo severa.

Vediamo ora quali sono le difficolta che si incontrano se si vuole estendere
la teoria delle misure di rischio allo spazio L° (noi non affronteremo questa
teoria piu avanzata).

Proposizione 5.2.9. Supponiamo che esista una misura coerente di rischio
p: LY — R : allora esiste una applicazione lineare positiva G : L' — IR

Dimostrazione. G positiva significa che, se X > 0 q.c., allora G(X) > 0.
Utilizziamo il teorema di Hahn-Banach nella versione analitica detta di Helly-
Hahn-Banach (vedi Brezis teorema 1.1). Ecco I'enunciato di questo teorema:
sia E uno spazio vettoriale e supponiamo che esista p : £ — IR con le
proprieta p(z + y) < p(z) + p(y) e p(Az) = Ap(x) se A > 0; supponiamo
inoltre che esista una applicazione lineare g definita su un sottospazio V' di E
tale che g(x) < p(x) per ogni x € V. Allora esiste un prolungamento lineare
f di g definito su tutto E tale che f(z) < p(z) Vz € E.

Consideriamo allora su LY la funzione p(X) = p(X), V ¢ il sottospazio
delle costanti (sappiamo che p(k) = —k) e poniamo g(k) = —k. Sia poi f
il prolungamento di g a tutto L°: se X >0, p(X) < 0 e quindi f(X) <0.
Per ottenere G positiva basta considerare G(X) = —f(X). O

Proposizione 5.2.10. Sia G : L° — IR positiva: allora G ¢é continua.
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Dimostrazione. Supponiamo che esistano € > 0 e una successione (X, ),>1
convergente in probabilita a 0 tale che |G(X,,)| > € per ogni n: possiamo
supporre (cambiando eventualmente segno) G(X,) > 0 e possiamo anche
supporre che X, sia a valori positivi. Esiste una sottosuccessione n; con
P{X,, >27%} <27 e quindi X = }_,., Xy, ¢ a valori finiti.

Tuttavia per ogni k si ha G(X) > G(X,, + -+ + X,,) > ke e questo ¢
impossibile. [

Proposizione 5.2.11. Se lo spazio (Q,]:, P) ¢ non-atomico, il duale di L°
¢ banale (cioé ridotto alla sola costante 0).

Dimostrazione. Supponiamo che esista G : L° — IR lineare continua non
nulla: esiste A € F con G(14) # 0 e possiamo supporre G(I4) = 1. Detto

Ay = A, esiste una successione di insiemi misurabili Ag O A; D Ay ... con
P(4,) = P(A).2™ e G(I4,) > 27™: poniamo allora X,, = 2".I4,. La
successione (X,),>1 converge in probabilita a 0 e tuttavia G(X,,) > 1 O

Da questi risultati si vede che se si vuole estendere la teoria delle misure
coerenti di rischio all'intero spazio L° bisogna consentire a p di prendere valori
infiniti: p(X) = 400 ha senso economicamente (vuol dire che la situazione
¢ insostenibile, nessun salvataggio ¢ possibile) mentre p(X) = —oo non ha
senso (vorrebbe dire che qualunque spesa ulteriore si possa fare la situazione
e tranquilla). In ogni caso, anche considerando misure di rischio a valori in
] — 00, +00], non esistono dei teoremi di rappresentazione eleganti come i
precedenti e non affrontiamo questa teoria.

5.3 Esempi e misure di rischio in pratica

Vediamo alcuni esempi concreti di misure di rischio:

e TCE,(X) =E[-X | X < ¢.(X)] (questa ¢ chiamata Tail Conditional
FEzpectation)

o po(X) = sup {E?[—X] } Q << P tali che % <11
e AVaR,(X) =2+ [["VaR,(X)du

T a
Mentre ¢ evidente che la seconda ¢ una misura coerente di rischio, non e
evidente che lo siano la prima e la terza; tuttavia come vedremo se la distri-

buzione di probabilita della v.a. X e diffusa, queste tre misure coincidono.

Proposizione 5.3.1. Per ogni X si ha TCEL(X) < po(X), inoltre se
P{X < q.(X)} = a, allora TCEL(X) = pa(X) .
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Dimostrazione. La prima parte e ovvia, per la seconda chiamiamo
A={X < ¢.(X)} (e quindi P(A) = ) e consideriamo Q con % <1l

EQ[-X] = é/A(—X) dP+/A(—X)(§—§ - é) dP + /c(—X)Z—g dP <
(notiamo che (% — 1) & negativo)
<E[- X[ X <] - a) [ (R~ 2P -wn) [ GHa-

(notiamo che la somma del secondo e del terzo termine ¢ 0)

=E[- X | X < ¢u(X)]

Proposizione 5.3.2. Vale la formula

1
AVaR,(X) = = / (—X)dP

(%

Dimostrazione. Sia F una funzione di ripartizione e definiamo le due pseudo-
inverse (definite per 0 <t < 1)

G*(t) = inf {z € R| F(z) > t}

G~ (t) = inf {z € R| F(z) >t}

Se Y ha legge uniforme su [0,1], si & visto nel corso di Probabilita che G~ (Y)
ha funzione di ripartizione F e lo stesso vale per G (Y) (poiché G* e G~
differiscono al pit su un insieme numerabile di punti).

Fissiamo la v.a. X, sia F la sua funzione di ripartizione e notiamo che si
ha ¢,(X) = G~ (a). Occorre provare 'eguaglianza

/ qu(X)du:/ X dP
0 {X<qa(X)}

Il termine destro ¢ eguale a f]_

f]o,a] G (u)du.

Consideriamo 'applicazione G~ : |0, @] —]—00, G~ (a)] e 'immagine della
misura di Lebesgue (ristretta a [0, 1] ), mediante G~ ¢ la probabilita associata
ad I, cioe la legge di probabilita di X : '’eguaglianza e allora immediata. [

00.G— ()] xdF(x) ed il termine sinistro a
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Corollario 5.3.3. Se P{X < ¢,(X)} = «, allora
AVaR(X) = TCEL(X) = pu(X)

Vediamo su un esempio concreto la superiorita di queste misure rispetto
al VaR nell’evidenziare situazioni piu rischiose. Consideriamo una v.a. X che
prende il valore -100.000 con probabilita 0,01 e poi il valore 0. Considerando
come d'uso o = 0,01, abbiamo VaR(X)=100.000 e TCE(X)=100.000

Se consideriamo invece una v.a. Y che prende il valore -50.000 con proba-
bilita 0,005, il valore -200.000 con probabilita 0,0025 e -600.000 con probabi-
lita 0,0025 (e poi il valore 0) abbiamo VaR(Y)=50.000 ¢ TCE(Y)=225.000.
Cioe il VaR non riesce ad evidenziare il fatto che la seconda posizione e molto
piu rischiosa.

Naturalmente tutti questi risultati sono interessanti dal punto di vista
teorico, ma non risolvono per una Societa Finanziaria il problema di calcolare
effettivamente il rischio degli investimenti: il vero problema e trovare un
modello probabilistico ( “scenario”) realistico.

Un metodo frequentemente usato € quello della cosiddetta simulazione
storica: si considerano cioe i risultati di un alto numero di giorni passati
(poniamo 500 giorni) e su questi si fa una media. Questo metodo ovviamente
non si accorge del fatto che si presentino situazioni nuove.

Una raccomandazione del S.E.C. (Security and Exchange Commission)
¢ di valutare con una certa percentuale di probabilita (poniamo il 70%) i
risultati storici e di aggiungere due scenari “catastrofici” ai quali dare un
peso del 30%.

Un altro modo & costruire un modello teorico ma si pongono serie difficolta
nel trovare un modello realistico. Le variabili gaussiane (che tanto peso hanno
avuto nei capitoli precedenti) sono inadatte a misurare il rischio perché la
loro densita tende a zero troppo in fretta: occorrono distribuzioni con “code”
piu pesanti ( “fat tails”).

Un’altra proprieta molto comoda dal punto di vista matematico ma de-
leteria nella misurazione del rischio e I'indipendenza tra variabili aleatorie:
occorre allora studiare la dipendenza e questo ¢ molto piu complicato ...
accenneremo a questo problema nel paragrafo successivo.

5.4 Dipendenza tra variabili aleatorie

Cominciamo con alcuni richiami sulle funzioni di ripartizione: se F' ¢ la f.d.r.
di una v.a. X, e noto che F' e continua se e solo la legge di X e diffusa
(cioe tutti i punti sono P y-trascurabili), inoltre & facile constatare che F &
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continua se e solo se I'immagine di F ¢ tutto [0, 1] (si prolunga F a [—o00, +00]
ponendo F(—o0) =0 e F(4+00) =1).

Inoltre, se F' ¢ continua e X ha legge associata ad F, F(X) ha legge
uniforme su [0, 1]: infatti X ha la legge di G~(U) (dove U ¢ uniforme su
[0,1]) e quindi F(X) ha la legge di F(G=(U)) = (FoG™)(U)=U.

Notiamo anche che, sempre se F' ¢ continua, z < y = F(z) < F(y) (ma
non & vero il viceversa), tuttavia si verifica facilmente che si ha P{X < z} =
P{F(X) < F(z)} (questa osservazione ci sara utile pitt avanti).

Se (X,Y) € una v.a. doppia, la sua funzione di ripartizione & definita da
F(z,y) =P{X <z,Y <y}, essa gode delle seguenti proprieta

1) 21 <@y ey Syp = F(w2,y2) — Fa2,01) — F(1,92) + F(21,41) > 0
2) F ¢ continua a destra
3) F(—o0,y) = F(z,—00) =0, F(+00,+00) =1

Inoltre si ha F(z, +00) = Fi(x) = P{X < z} (e analogamente F'(400,y) =
F5(y) ). Sidimostra (con un poco piu di fatica che nel caso a una dimensione)
che la funzione di ripartizione ¢ in corrispondenza biunivoca con la legge di
probabilita della variabile (X,Y").

Se X = (Xj,...,Xy) € una v.a. vettoriale, la funzione di ripartizione
F:TR* — [0,1] ¢ definita in modo analogo, e in particolare I'estensione della
proprieta 1) si definisce nel modo seguente:

] et
SG,VZ y L1 Z Z;0 = E (—1)j1 ]dF(l’l,jl, . 7md7jd) Z 0
J1se-sdd

Quello che segue viene enunciato per semplicita per variabili doppie, ma
rimane vero per variabili vettoriali di qualunque dimensione (finita). Se X
e Y sono indipendenti, si ha F(z,y) = Fi(x).F5(y) : in generale il passaggio
dalle funzioni di ripartizione marginali a quella globale si fa attraverso le
copulae.

Definizione 5.4.1. Si chiama copula (bivariata) una funzione C : IR* —
[0,1] che sia la funzione di ripartizione di una v.a. doppia (X,Y) le cui
marginali hanno distribuzione uniforme su [0, 1].

In realta interessa C' definita su [0, 1] x [0, 1] e particolare si avra C'(z,0) =
C0,y) =0, C(z,1) =z, C(l,y) = y. Se Fy e F, sono due funzioni di
ripartizione a una dimensione e C' ¢ una copula, ¢ immediato constatare che
C(Fi(x), F»(y)) & una funzione di ripartizione congiunta: in realta vale anche
il viceversa.
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Teorema 5.4.2 (Teorema di Sklar). Sia F' una funzione di ripartizione
doppia: esiste una copula bivariata C' tale che

Inoltre se Iy e Fy sono continue, C' € univocamente determinata.

L’unicita di C nel caso in cui le F; siano continue ¢ evidente, e sempre in
questo caso la dimostrazione € quasi ovvia: si ha infatti

F(z,y) = P{F(X) < Fi(z), F5(Y) < Fa(y) } = C(Fi(z), Fa(y))

Nel caso generale invece la dimostrazione e piu complessa e la omettiamo.
Notiamo ad esempio che la copula dell’indipendenza ¢ la funzione C(z,y) =
xy , se si considera C(x,y) = min(x,y) , C(Fy, F1) ¢ la funzione di ripartizione
di (X,X).

La copula Gaussiana (n-variata) ¢ definita in questo modo: se ¢ ¢ la
funzione di ripartizione della variabile gaussiana standard e ®p la funzione di
ripartizione di una variabile gaussiana n-dimensionale con media 0 e matrice
delle covarianze P

C(21,...,2n) = Pp(@  (21),..., P (zn))

In generale per una copula n-variata valgono i cosiddetti limit: di Fréchet:

max(le—l—l—n, 0) < C(x1,. .., x) <min(zy,...,z,)
i=1

La nozione di copula ¢ stata introdotta da Sklar nel 1959 ed ha avuto un
forte risveglio di interesse in questi ultimi anni nei problemi di valutazione
del rischio: se Xj,..., X, rappresentano d-posizioni (cio¢ investimenti in d
campi differenti) e si riesce a valutare in modo realistico le loro distribuzioni
di probabilita, per valutare il rischio globale occorre trovare una opportuna
copula d-dimensionale e comporla con le funzioni di ripartizione marginali
delle singole posizioni.

5.5 Appendice
Prima di affrontare la dimostrazione del Lemma 5.2.6 vediamo un risultato

preliminare: questo & enunciato nel caso dello spazio L? ma vale in qualsiasi
spazio di Hilbert (o piu in generale di Banach riflessivo).
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Lemma 5.5.1. Sia (X,),>1 una successione di v.a. uniformemente limi-
tata in L? e convergente debolmente ad una v.a. X : esiste una succes-
sione (Yy)n>1, dove ogni Y, €& una combinazione convessa delle variabili
(Xpy Xos1, - .. ) convergente in L* ad X .

Dimostrazione. Chiamiamo K, I'inviluppo convesso delle variabili (X,,, X,,11, . ..

e notiamo che, essendo appunto convesso, la chiusura K, rispetto alla topo-
logia di L? coincide con la chiusura debole: poiché evidentemente X € K,, ,
possiamo trovare Y, € K, con ||Y, — X|| < +. O

Vediamo ora la dimostrazione di 5.2.6: ¢ evidente che se Cy ¢ chiuso
per la convergenza o(L>, L') lo & pure per la convergenza in probabilit,
vediamo dunque il viceversa.

Sia dunque (X,,),>1 una successione contenuta in Cy (e quindi anche
uniformemente limitata in L?) convergente ad X per la topologia o(L>, L)
(e quindi anche debolmente in L?) e consideriamo come sopra la successione
(Y,)n>1 che & ancora contenuta in Cy e converge ad X in L? e quindi anche
in probabilita: ne segue che X € Cly, cioe il risultato voluto.



